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1 Vorwort

Moinsen,

ich habe mich entschlossen einen Grof3teil des Homa Skriptes zu iibersetzen, neu zu formatieren
und evtl. mit meinen Anmerkungen zu versehen. Auflerdem habe ich gerade am Anfang noch und
spater bei allem Wichtigen noch ein Beispiel hinzugefiigt.

Dabei ist leider immernoch viel Text dabei, aber an manchen Stellen (hoffentlich) anschaulicher
formuliert und leserlicher geschrieben.

Man wird merken, dass ich am Anfang noch sehr viel Lust und Motivation hatte das Skript so zu
schreiben, dass es jeder Abiturient etc. verstehen kénnte. Das habe ich mit zunehmender Kom-
plexitdt der Themen unterlassen und oft nur das Guraus Skript iibersetzt und meine Anmerkung
dazugeschrieben.

Wenn Thr beim Lesen ein Thema nicht versteht, aber spéter eine andere gute Erkldrung findet.
Bitte meldet euch bei mir, dann kann ich alternative Erkldrungen noch in das Skirpt hinzufiigen,
damit hoffentlich irgendwann fiir jeden eine gute Erklarung dabei ist.

Desweiteren hab ich spéatestens nach den Zahlen bemerkt, dass die Beweise zu verstehen sehr viel
Zeit kostet und nicht wirklich zielfiihrend ist. Deswegen sind die Beweise ab dort etwas kreativ
geworden. Nehmt das bitte nicht zu ernst, sondern lacht dariiber xD

Und jetzt folgt mir auf Insta oder so und denkt dran:

Too much thinking kills the joy! ~Captain Joni


https://www.instagram.com/captain__joni/

2 Mengen

Mengen sind eine Kollektion an Dingen, erstmal egal welche. Man kann sich Mengen also als Eimer
vorstellen. In diesem Eimer konnen sich dann weitere Dinge befinden.
Eine Menge X (Mengen werden meist mit Grofibuchstaben notiert) kann also ”"Dinge” enthalten.
Diese Dinge, die sich in einer Menge befinden nennen wir Elemente.

Also wenn du im Sommer deinem Vater hilfst, Walniisse vom Boden aufzusammeln und in einen
Eimer legst. Ist der Eimer eine Menge an Niissen. Die Niisse sind dann die jeweiligen Elemente.
Formal: Eine Menge X enthélt Elemente x, (kleines x). Notiert wird das x € X, wobei € bedeutet,
dass sich x in X befindet.

Nussz € Eimer

Die einzige Frage, die man sich stellen kann/sollte ist, ob ein Element zu einer Menge gehort oder
nicht. Das fithrt dazu, dass {2} = {2,2} die gleichen Mengen sind, ndhmlich die Menge mit dem
Element ”2”. Die Notaion iiber s.g. Mengenklammer ist iiblich, um konkrete Mengen zu notieren.

Mengenklammer = {}

2.1 Mengenkomprehension
Man kann Mengen iiber Aussageformen definieren.
D.h. {z e X|A(z)}, wobei A(x) eine Aussage ist, die von x abhéngt.
Gelesen wird das:
Die Menge (”{}”) von allen x, die sich in X befinden ("z € X”), fir die die Aussage A wahr ist
("A(x)”). (Man sagt auch, alle x in X, fiir die gilt (?|”) A(x) ist wahr)
2.1.1 Beispiel
A = {y e Y|y hat rote Haare}

Wobei die Menge Y, die Menge aller Menschen ist. D.h. die Menge A sind alle Menschen, die rote
Haare haben.

B ={beN|b ist durch 2 teilbar}

Die Menge B sind alle alle natiirlichen Zahlen, die durch 2 teilbar sind. Also alle geraden natiirlichen
Zahlen.

2.2 Mengenschnitt

Der Schnitt zweier Mengen sind genau die Elemente, die in beiden Mengen enthalten ist.
AnB={zeX |zeAnzxeB}

Es muss also die Bedingung erfiillt sein, dass x in beiden Mengen A UND B liegen muss.



2.2.1 Beispiel

Stell dir die Menge aller rothaarigen Menschen vor. Und die Menge aller Menschen, die in Heidelberg
studieren. Der Schnitt dieser beiden sehr groflen Mengen, ist die Menge an allen roothaarigen
Menschen, die in HD studieren.

2.3 Zermelo-Frankel Axiome

Da wir jetzt ein besseres Intuitives Verstandniss von Mengen haben, widmen wir uns nun der
Zermelo Frankel Mengenlehre und lernen die Regeln der Mengen kennen.

Wir notieren die leere Menge, also die Menge, welche keine Elemente hat mit &

2.3.1 Extension

Eine Menge ist durch ihre Elemente definiert. D.h. A = {1,2,4} und B = {2,1,4} sind die selben
Mengen. Wir schreiben A = B .
Formal:

VaeAgiltae B A VbeBgiltbe A= A=8

. Also: Fiir alle (”V”) Elemente a in A gilt a ist in B UND (”A”) fiir alle b in B gilt b ist auch in
A, dann ist A = B.
Wenn Vbe B=-be A, dann ist B eine Untermenge von A. Wir lesen: Fiir alle b in B folgt, dass b
auch in A ist. Notiert wird das als:

BcA

Bemerke, die Implikation = geht nur in eine Richtung, d.h. alle Elemente aus B sind auch in A,
aber A kénnte mehr Element haben als B, deswegen ist B nur eine Untermenge. A muss aber nicht
zwinged grofler sein.
2.3.2 Paarung
Wenn A und B Mengen sind, dann ist {4, B} auch eine Menge.

Wir bilden also Mengen von Mengen (2.B ein LKW, der ganz viele Eimer transportiert, die Eimer
selbst sind Mengen, aber der LKW ist die Menge aller Eimer.
2.3.3 Mengenkomprehesion
Sei A eine Menge und P(x) eine Eigenschaft der Elemente in x € A, dann ist

{reA|P(x)}

eine Menge. (siehe Mengenkomprehension)

2.3.4 Mengenvereinigung

Formal das das basically eine Auspackfunktion von Mengen von Mengen. Wenn ich also einen LKW
voll mit Eimern gefiillt mir Niissen habe, ist die Mengenvereinigung das ausleeren der Eimer in en
LKW, sodass alle Niisse im LKW liegen.

({A4,B}={z|zcA vzeB}=AuB



Alle Elemente x , fiir die gilt x ist in A ODER (”Vv”) x ist in B.

Beispiel:
(J{{1,2}{3,4,2}} = {1,2,3,4}

2.3.5 Potenzmenge

Fiir jede Menge A existiert die Potenzmenge P(A), welches die Menge aller Teilmengen von A ist.
Also
P(A)={B| Bc A}

Da jede Menge die Leee Menge @ enthélt, ist @ € P(A) fiir egal welches A. Also jede Potenzmenge
hat immer die leere Menge als Element.

2.3.6 Unendlichkeitsding (Infinity)

Sei A eine Menge, dann ist {A} auch eine Menge.
Also die Menge mit der Menge A, wobei die Menge A das einzige Element der Menge {A} ist),
die wir erhalten, wenn wir A mit sich selbt Paaren.

Also gibt es auch einen ”Succesor” /Nachfolger mit (A) = Au {A} = U{A,{A}} Also exisitert
auch eine Menge B mit g€ Bund Ae B= S(A)eB

Siehe hierzu Konstruktion der Natiirlichen Zahlen

2.3.7 Replacement
Das Bild einer Menge unter einer Funktion ist eine Menge. Also

f(A) ={f(z) | xe A}

ist eine Menge.

2.3.8 Regularitat

Jede nichtleere Menge A enthélt ein Element disjunkt von A. Zwei Mengen sind disjunkt, wenn Thr
Schnitt leer ist, bzw. die leere Menge. Also:

VA+@dzeA|lznA=0

Das impliziert, das keine Menge sich selbst enthalten kann. Fiir jede Menge A ist {A} eine Menge,
die ein element disjunkt von {A} enthalten muss. Da {A} nur A als Element hat, folgt dass
An{A}=@. Also: A¢ A

So schiitzen wir uns vor dem Russel Paradoxon.

2.4 Mengendifferenz

Die Mengendifferenz sind alle Elemente, die in der ersten Menge enthalten sind ohne all die Elemente
in der zweiten Menge.
X\Y={zeX|ze¢Y}

Man schneidet quasi die Menge Y aus der Menge X heraus.



2.4.1 Beispiel

Wenn X die Menge aller Menschen ist, und Y die Menge aller Norweger. Dann ist X\Y die Menge
aller nicht Norweger, also alle Menschen AUSER Norweger.

2.5 Kartesisches Produkt

Das Kartesische Produkt zweier nicht-leere Mengen X und Y ist die Menge aller geordneten Paare:

XxV ={(zy)we X nyeY}

2.5.1 Beispiel

Das kartesische Produkt der Mengen Karo, Pik, Herz, Kreuz und die Menge von der 2 bis zum Ass,
ist gerade die Menge aller Spielkarten in einem Skatset.

3 Funktionen

Eine Funktion von einer Menge X in eine Menge Y ist die Zuordnung von Elementen in Y zu jedem
x in X Also
[ X->Y

Dabei ist X der Definitionsbereich und Y der Wertebereich. Eine Funktion, deren Definitionsbereich
und Wertebereich notieren wir mit: f: X — Y, den Wert einer Funktion mit dem Elelemt x € X
notieren wir f(x) €Y, dabei nennt man x das Argument.

3.0.1 Beispiel
Die Identitatsfunktion id : X — X welche jedes Element aus X auf sich selbst mapped. Also:
VeeX idy(x)=x

Wir nennen zwei Funktionen f und g gleich, wenn sie den gleichen Definitions-und Wertebereich
haben und fiir jedes x aus dem Definitionsbereich der Funktionswert iibereinstimmt.

f=g, wennf,g: X - Yund f(z)=g(x) Ve e X

3.1 Komposition von Funktionen

Die Komposition von Funktionen ist die Hintereinnaderausfithrung von Funktionen.
Seidazu f: X > Y und ¢g:Y — Z, dann ist

gof: X—>Z
. Es wird also zuerst f angewandt, um von X zu Y zu kommen, und dann g von Y nach Z. Es gilt:

VeeX, gof(z)=g(f(z))eZ



3.2 Bild einer Funktion
Das Bild einer Teilmenge U € X unter einer Funktion f: X — Y ist die Menge:

FU) ={yeY|f(z) =y}

Also alle y in Y, die von der Funktion f ”getroffen” werden.

3.3 Urbild
Das Urbild einer Teilmenge in der Zielmenge, V ¢ f(X) =Y ist die Menge:

frV)={zeX|f(z)eV}cX

3.4 Injektivitat

Eine Funktion f: X — Y heifit injektiv, wenn es fiir jedes y € Y genau ein z € X gibt, mit f(x) =
y. Also:
Vi, az € X, f(z1) = f(22) & 21 =22

3.4.1 Beispiel

Die Funktion f(z) =z , ist injektiv, da jedes y nur ein x hat, welches dieses y trifft.
Die Funktion f(z) = 22 ist nicht injektiv, weil es fiir ein y mehrere x gibt, die es treffen (1 und -1
treffen beide die 1 in Y).

3.5 Surjektivitat

Eine Funktion f: X — Y heifit surjektiv, wenn die Funktion, den ganzen Wertebereich trifft, also
jedes y € Y mindestens einmal getroffen wird.
Also:

VyeY,3z e X|f(x) =y oder schneller: f(X)=Y

3.6 Bijektivitit

Eine Funktion, die injektiv und surjektiv ist, heifit bijektiv.
Eine Bijektion f:X — Y hat ein wohldefiniertes Inverses f~!:Y — X.
Es gilt:

ftof=id,undfo ' =id,

Wobei id, die Identitét auf X ist, also jedes x auf sich selbst abbildet. Und id, jedes y auf sich
selbst.



4 Auswahlaxiom

Das Auswahlaxiom besagt, dass es fiir jede Menge an nichtleeren Mengen, X eine Auswahlfunktions
existiert mit

f:X— U X
,welche jede Menge X € X einem Element x € X zuordnet.

Anders formuliert bedeutet das, dass fiir jede Menge { X, # @la € A} eine weitere Menge existiert,
mit genau einem Element pro X, also {z, € X,|a € A}.



5 Zweistellige Relationen

Elemente von Mengen konnen zueinander in mehreren Arten und Weisen in Relation stehen.

5.1 Aquivalenzrelation

~ ist eine Aquivalenzrelation auf X, wenn:
o reflexiv: Vo e X gilt: z ~x
e symmetrisch: Vz,ye X gilt: z~y=y~zx

e transitiv: Vo,y,ze X gilt: x~yAy~z=>x~2

5.2 Ordnungsrelation

< ist eine Ordnungsrelation auf X, wenn:
o reflexiv: Vr e X gilt: x <z
e antisymmetrisch: Yo,y e X gilt: x<yAy<zx=y==x
e transitiv: Vx,y,z€ X gilt: x<yAy<z=>x<z

Eine Menge mit einer Ordnungsrelation, heifit partiell geordnete Menge oder Poset. Ein Poset
kann Elemente enthaltenl, die nicht ”geordnet sind”, die man also nicht vergleichen kann. Also:
Jz,ye X | z £y und y £ . Wenn aber jedes Element vergleichbar ist, nennt man diese Relation
auch "total”. Wenn eine Relation auch total ist, heifit die Menge totalgeordnete Menge.

e total: Ve,ye X gilt: x<yvy<ax

5.2.1 Beispiel:

Die Teilmengenrelation auf einer Potenzmenge ist hierfiir ein gutes Beispiel. Siehe Bild:



Obiges Diagramm ist ein Hassediagramm.

5.3 strikte Ordnungsrelation

< ist eine strikte Ordnungsrelation auf X, wenn:
o irreflexiv: Ve e X |z ¢z
e asymmetrisch: Vr,ye X gilt: x<y=>y ¢«
e transitiv: Va,y,ze€ X gilt: r<yAy<z=>x<z2

Fiir jede Ordnungsrelation < gibt es eine strikte Ordnungsrelation < definiert durch, = < y wenn
r<yund z vy
Eine totale strikte Ordnungsrelation ist eine stirkte Ordungsrelation, die total ist:

e total: Vx,ye X gilt: x<yvy<z

5.4 Wohlordnende Relation / Wellordering
< st eine wohlgeordnete Relation auf X, wenn:
e total Ordnung: <, ist eine Totalordnung auf X.

e kleinstes Element: Jede nichtleere Teilmenge von X hat ein kleinstes Element, also

VY CcX,Y+2,3yeY |VzeY,y<, 2

Ein endliches Poset kann man als Hassediagramm darstellen. Beispiel:
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5.5 Lemma vong Zorn

Eine Kette T in einer geordneten Menge X ist eine Teilmenge 7" ¢ X, die total geordnet ist.
Im Hasse Diragram wdare das die Teilmenge, die genau einen Weg von unten nach oben dartellt.
Also:

Ve,yeT gilt x<y v y<zx

Wenn jede einzelne Kette T in X eine Obere Schranke besitzt, also

VT,3x7 € X sodass Ve e T,z < xp

Dann hat X mindestens ein maximales Element. Also:
Jxx € X sodass Vo e X\{zx},zx £z

Dieses Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom.
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6 Zahlen

Im folgenden wirds um Zahlen gehen.

7 Naturliche Zahlen

Man startet bei der 0 und addiert einfach itterativ 1 dazu. Man kann die Natiirlichne Zahlen
auch mithilfe von Mengen konsturieren. Diese Konsturktion generalisieren wir spater mithilfe der
Ordinalszahlen.

7.1 Konstruktion der Natiirlichen Zahlen

Mit dem Axiom der Unendlichkeit, kénnen wir sagen, dass es Mengen gibt, die die leere Menge
enthalten und unter der Nachfolgerfunktion abgeschlossen sind. (Solche Mengen heifien Induktiv)
. Die kleinste solche Menge ist die Menge der Natiirlichen Zahlen. Wir definieren:

e Die Null sei die Leere Menge: 0 = &
e der Nachfolger S(a) von egal welcher Menge ist: S(a) =au{a}
e Wir fangen nun an durchzunummereiren:
0=0
1=0u{0} =ou{z}={}
2=1u{1}={1,0} ={z} v {{2}} = {2,{2}}

e N ist also die Menge mit @ und all seinen Nachfolger.

Wir gonnen N jetzt noch weitere Struktur:

e Addition: Die addition der Natiirlichen Zahlen ist die interne binédre Operation (basically
eine Funktion, nur heifst f jetzt +) +:Nx N - N dadruch definiert, dass Va,b e N,a+0=a
und a + S(b) = S(a+b)

e Multiplikation: Die multiplikation der Natiirlichen Zahlen ist die interne bindre Operation
*: N x N — N dadruch definiert, dass Va,beN,a*0=0und a* S(b)=a+a*b

e Totalordnung: Die Natiirlichen Zahlen sind total geordnet mit der Ordnungsrelation a <
b,wenna € bv a =b. Es existiert also auch ein ¢ € N sodass a + ¢ = b. Diese Totalordnung ist
sogar Wohlgeordnert.
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8 Ordinalzahlen und Cardinalzahlen

Ordinalzahlen sind quasi Durchnummerierungen. Also die Zuweisung von einem ersten Element,
einem zweiten element und einem dritten etc. Ordinale sind total und wohlgeordnet.

8.1 Definition Ordninale

Ein Ordinal (Ordnungszahl) X ist die Menge, die genau die Ordnungszahlen strikterweise kleiner
als sie selbst enthélt, bezeichnet mit A = [0, A). Dabei ist zu beachten, dass A selbst kein Element
von A ist.

Genauer gesagt, ist eine Ordnungszahl A eine transitive, streng wohlgeordnete Menge nach Men-
genmitgliedschaft.

8.1.1 Beispiel

Schauen wir uns die Ordnungszahl 4 an.
Nach der obigen Definition ist 4 die Menge aller Ordnungszahlen, die strikt kleiner als 4 sind. Da
0 die kleinste Ordnungszahl ist, ist 4 die Menge:

4={0,1,2,3}

Beachte, dass 4 selbst nicht in dieser Menge enthalten ist. Die Menge {0, 1,2,3} enthélt nur die
Ordnungszahlen, die strikt kleiner als 4 sind.

Weitere Beispiele:

e Ordnungszahl 0 (w): Die Menge aller Ordnungszahlen kleiner als 0, d. h. die leere Menge: 0
={}=2
e Ordnungszahl 1 (w+1): Die Menge aller Ordnungszahlen kleiner als 1, d. h. die Menge {0}.

e Ordnungszahl 3 (w + 3): Die Menge aller Ordnungszahlen kleiner als 3, d. h. die Menge
{0,1,2}.

Es ist wichtig zu beachten, dass diese Definition nur fiir strikt wohlgeordnete Mengen gilt.

Weiter:
e ¢ ist eine strikte wohlordnung auf den Elementen in A

— Vrelzéx
(Da wir bei der Definition von X\ gesagt haben wir schlieffen das X aus. Weil offenes
Intervall: A= [0,)\) )

— Vr,yedwennx#yist zeyvyex
Wenn x + y ist, dann heifit dass, dass eines der beiden ”grifer” ist, also eine Hohere
Ornundszahl ist und demnach entweder x € y oder y € x sein muss..
Bsp: 5 = [0,5) ist "grofer” als 4 = [0,4). Da wir es mit Mengen zu tun haben, die
wiederum Mengen als Elelemte haben konnen, ist hier die 4 € 5. (siehe Definition Ord-
nugnszahl)
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— Vx,y,ze Awenn x e yAyeczdann x € 2
Das Folgt direkt aus der transitivitat der Mengeninklusion.

— VAcC A A+@,3x € Asodass Vye A entweder ceyva=y
Das ist einfach nur Fancy ausgedriickt, dass es in jeder Teilmenge von \ immer eine Art
minimales Element gibt.
Bsp: Sei A = 5, also A = {0,1,2,3,4} Dann ist fur die Teilmenge A; = {0,1,2}, die Null
das minimalste Element, und fiir die Teilmenge Ay = {2,3,4} ist die 2 das Minimalste
Element.

e )\ ist transitiv, also Ve e A=>xc A
In dem Fall von Ordnungszahlen ist es anscheinend gang und gebe auch von der Transitivitdit
einer Menge zu sprechen, die genau diese Figentschaft hat.

8.1.2 Eigenschaften Ordinale

Fiir jede Ordnungszahle A = [0,)\) notieren wir den Nachfolger A + 1 =Xu{A}.
Bsp: 5 = {0,1,2,3,4}, dann ist 5+1 ={0,1,2,3,4} u {5} = {0,1,2,3,4,5} = 6.

Die Ordnungszahlen selbst sind strikt Wohlgeordnet mithilfe der Mengeninklusion. D.h. fiir zwei
Ordnungszahlen 8 und A folgt 8 < A wenn 8 € A\. Zwei Ordnungszahlen stimmen also tiberein, oder
sind strikt grofier/kleiner.

Es gilt natiirlich immer U c A.

Man kann zeigen, dass jede Union von Mengen an Ordnungszahlen wieder eine Ordnungszahl ist und
jede Menge an Ordnugnszahlen eine kleinste obere Schranke (Supremum) hat. Dieses Supremum
kann man erhalten, wenn man die Union aller Ordnungszahlen in der Menge einer Ordnungszahl
nimmt.

Beispiel

Gegeben sei A = {0,1,3}, wobei die 0,1,3 Ordnungszahlen sind. Dann ist A = {0,{0},{0,1,2}},
also ist UA = 0u {0} u{0,1,2} = {0,1,2} wobei 0,1,2 Ordnungszahlen sind, also das ganze der
Ordnungszahl 3 entspricht. U A = 3.

Also fiir A =5 = {0,1,2,3,4} ist das Supremum = 4.
Das Supremum ist immer als < definiert, und durch die Union aller Ordnunszahlen in der Menge
erhalten wir das Supremum, siehe Beispiel eins weiter oben.

Eine Limit Ordnungszahl ist eine Ordnungszahl, die nicht 0 ist oder der Nachfolger einer Ord-
nungszahl. Limit Ordnungazahlen treten als Suprema auf von Mengen, mit allen Ordninalzahlen

kleiner als das Limit Ordinal.

A its ein Limit Ordinal, wenn V3 < A, 3y sodass <y < A. Also jedes Ordinal ist entweder 0 = @,
ein Nachfolgeordnial oder ein Limitordinal. Fiir Limit Ordinale gilt:

A=[JA
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Ein Ordnial a > 0 heifit Limit Ordnial, genau dann wenn es keinen direkten ”Vorfahren” (prede-
cessor) hat. Also wenn es kein Ordinal 5 gibt mit der eigentschaft 5+ 1 = a.

Das erste Limit Ordnial ist w

Per Konsturkion sind die Natiirlichen Zahlen Ordinale. Das kleinste Ordinal, welches grofier als
alle Natiirlichen Zahlen ist, nennen wir w. Und ist natiirlich ein Limit Ordinal.
w ist dabei einfach nur die wohlgeordnete unendliche Menge aller Natiirlichen Zahlen.

Um zu iiberpriifen, dass w ein Limit Ordinal ist betrachten wir folgenden Fall:

Per Definition ist n <w = n €N, aber n <n+1 €N, da nun n+1 auch eine Natiirliche Zahl ist gilt:
n+l<w.

Der Nachfolger des limit Ordninals w ist w+ 1 =w U {w}

Man kann sich das w auch Konsturieren, wenn man sich die Natiirlichen Zahlen, als Alphabet
vorstellt und sich dann alle ”zweistelligen” Worter anschaut und diese Lexigraphisch Ordnet.
Also: das Erste ”Wort” ist die 0 mit der Stelle (0,0) und dann die 1 mit (0,1).

Also die "Position” der Natiirlichen Zahlen. Mit dieser Logik wére w die Stelle (1,0), weil an dieser
Stelle alle Natiirlichen Zahlen im zweiten Index einmal durchlaufen sind.

Weiter noch gilt dann: w+ 12 (1,1) oder z.B w+5 = (1,5).

Um den ersten Index also zu erhohen, miissen wir also im zweiten Index die Natiirlichen Zahlen
ganz ”durchlaufen” lassen. Mit jedem ”durchlaufen lassen” der Natiirlcihen Zahlen im zweiten
Index wird der erste Index um einen Ingrement erhoht.

D.h. konkret: w-2 wéire die Stelle: (2,0) und w-3+4 = (3,4).

Die kleinste Ordnungszahl grofer, als alle w - n wird notiert mit w?

Ist ja auch intuitiv klar, dass w-w grofler ist als jedes w-n, wenn n eben eine Natiirliche Zahl ist,
und w grofler ist als jede natirliche Zahl.

8.1.3 Klasse der Ordinale
Die Klasse aller Ordnungszahlen ist KEINE Menge, sonder eine Klasse. Denn:

e Nehmen wir zundchst an, dass die Klasse aller Ordnungszahlen (bezeichnen wir sie mit ”Ord”)
tatsdchlich eine Menge ist.

e Da Ord eine Menge ist (gem&B unserer Annahme), muss sie durch die Zugehorigkeitsbeziehung
€ (Element von) wohlgeordnet sein. Das bedeutet, dass jede nicht-leere Teilmenge von Ord
eine obere Schranke (Supremum) besitzt.

e Wir definieren eine neue Ordnungszahl ”\” als das Supremum aller Ordnungszahlen in Ord.
Mit anderen Worten, jede Ordnungszahl, die Sie sich vorstellen konnen, ist kleiner oder gleich

A

e Hier entsteht der Widerspruch. Da Ord per Annahme eine Menge ist, muss sie selbst eine
Ordnungszahl und somit ein Element von Ord sein. Das bedeutet, dass A\, das Supremum
aller Ordnungszahlen, auch Ord enthalten muss (da Ord eine Ordnungszahl ist). Also gilt A €
Ord.
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e Aber bedenke, )\ ist ja als das Supremum aller Ordnungszahlen in Ord definiert. Wenn A
selbst ein Element von Ord ist, dann kann es nicht das Supremum sein. Denn es gdbe dann
ein Element (ndmlich A) in Ord, das grofer ist als alle anderen Elemente, die wir fiir das
Supremum betrachtet haben. Dies widerspricht unserer urspriinglichen Definition von A.

Das Auswahlaxiom impliziert, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann. Indem man nun einen
Element auswéhlt, welches mit der Auswahlfunktion auf der Teilmenge aller Elemente, die noch
nichts ausgewahlt worden sind.

Genauer nimmt man f als Auswahlfunktion definiert auf den nichtleeren Teilmengen von einer
Menge A, dann definieren wir uns fiir jede Ordnungszahl « ein Element a, = f(A\{a¢} | € < @),
sofern A\{a¢ | £ < @} # @ Dann ist das Auflisten der Elemente von A mit der Ordnung {a, }. eine
Wohlordnung auf A.

Fir jede Wohlgeordnete Menge S, existiert eine ordnungsvertrigliche Bijektion zwischen S und
genau einem Ordninal. (Das meint quasi nur, dass man jede wohlgeordnete Menge mithilfe von
Ordninals durchzahlen kann).

Cardinalzahlen sind eine generalisierung der Natiirlichen Zahlen und werden genutzt um die ” Gréfie”
von Mengen anzugeben. Zwei Mengen habe die selbe Kardinalitét(” Grofle” ), genau dann wenn eine
Bijektion zwischen ihnen existiert.

Die Kardinalitat einer Menge X ist die kleineste Ordnungszahl, sodass eine Bijektion zwischen der
Ordinalzahl und der Menge X besteht. (Diese Bijektion muss nicht zwingend Ordnunsvertraglich
sein).

Die Kardinalitdt einer endlichen Menge ist die Anzahl an Elelemten in ihr, also eine Natiirliche
Zahl. Die transendlichen Kardinalszahlen, oft mit dem Hebreischen Aleph Symbol X und einem
Index notiert, beschreiben die ” Grofle” von undlichen Mengen. Es existiert eine transendliche Folge
an Kardinalitédtszahlen:

Wobei die Indicies selsbt o wieder Oordnungszahlen sind.

Die Kardinalitdt der Natiirlichen Zahlen ist die erste transendliche Kardinalszahl Rg, welche die
kleinste Ordnungszahl ist, sodass sie grofler ist als jede Natiirliche Zahl, w.

Jede Menge mit der Kardinalitat Rg heifit abzahlbar.

Kardinalzahlen und Ordnungszahlen sind verschiedene Dinge, die Ordnungszahl w+1 ist verschieden
von w, aber hat immernoch die Kardinalitiit Ry. Gleiches gilt fiir w +2,w - 2, w?, w*.

Wir notieren die Kardinalitat einer Mene mit —X-—, oder # X.

Die Potenzmenge einer Menge X hat die Kardinalitat:

P =2

Es gilt immer, dass die Kardinalitat der Potenzmenge strikt grofler ist, als die Kardinalitdt der
Menge X (auch im unendlichen Fall).
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8.2 Cantor’s Theorem

Sei f eine Funktion von der Menge X in seine Potenzmenge P(X). Dann ist f nicht surjektiv und
es gilt:
| X] < [P(X)]

8.2.1 Beweis

Sei B={xeX|z¢ f(z)}cX, also ist Bc P(X).
Angenommen f sei surjektiv. Dann gébe es ein y € X, sodass f(y) = B. Durch die Bedingung der
Menge B ergibt sich dann ein Widerspruch: y e B <y ¢ f(y) = B.
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9 Ganze Zahlen

Informell sind die Ganzen Zahlen konstruiert als Z = Nu{-1,-2,-3, ....}, wobei -n gerade das Inverse
von n, beziiglich der Addition ist.
9.1 Konstruktion
Die Ganzen Zahlen konnen konstruiert werden als die Quotientenmenge
Z=(NxN)/~
wobei ~ eine dquivalenzrelation ist, mit:
(a,b) ~ (¢,d),wenn a+d=b+c

Die weiteren Verkniipfungen sind dann wie folgt definiert:

o [(a,0)]+[(c;d)] = [(a+cb+d)]

o [(a,0)]x[(c,d)]=[(axc+bxd,axd+bxc)]

e [(a,0)] <[(e,d)],wenn a+d<b+c

Beachte:

[(a,b)] + [(b,a)] = [(a+Db, a+b)] = [(0,0)], also ist das additive Inverse von [(a,b)] genau [(b,a)], wir
notieren nun: [(b,a)] = - [(a,b)].

Wenn a > b, dann ist a = b + ¢ und [(a,b)] = [(¢,0)] = ¢ .

Wenn im Gegenteil: a < b, dann gilt b = a + ¢ und [(a,b)] = - [(b,a)] = -¢, welches evidently zur

Notation fiihrt:
7=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,....}
9.2 Gruppe

Eine Gruppe ist eine Algebraische Struktur, die wie folgt definiert ist.
Eine Gruppe (G,o,¢) ist eine Menge G mit einer internen zweistelligen Operation (Verkniipfung)
o:G x G — @G, sodass gilt:

e neutrales Element: es existiert ein e € G, sodass eog=goe=g ,Yge G
e assoziativitét: gio(g2093) =(91°92) 093, V91,092,953 € G
e inverse: fiir jedes g € G existiert ein Inverses g~! € G, sodass gog ' =g log=e¢

Eine Gruppe heifit Abelsch oder Kommutativ, wenn

Vg1,92€G,g1092=g2001

9.3 Axiomatische Defintion der Ganzen Zahlen:

(Z,+,0) ist die einzige nicht-triviale geordnete abelsche Gruppe, wessen positive Elemente wohlge-
ordnet sind.
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10 Rationale Zahlen

Informell sind die Rationalen Zahlen einfach nur 57 mit p,q € Z.

10.1 Konstruktion

Wir kontruieren uns die Rationalen Zahlen mithilfe der Quotientenmenge

Q:(ZXZ;tO)/N

Wobei eine dquivalenzrelation ist mit:

(p1,q1) ~ (p2,q2) wenn py x g2 = q1 X p2

Es gilt: [(p,q)] = [(a x p, a xq)] fiir jedes a € Z.o. Es gilt also auch: [(p,q)] = [(-p,-q)]-
Es gelten folgende Regeln:

o [(p1,q1)] +[(p2,42)] = [(P1 X g2 + q1 X P2, q1 % q2)]
e [(p1,q1)] x[(p2,92)] = [(P1 x P2, 01 % q2)]

o [(p1,q1)] < [(p2,42)], wenn q1,q2 >0 und p1 x g2 < q1 x pa.

Die Ganzen Zahlen sind in den Rationalen Zahlen eingebettet. (Alle zahlen mit dem Nenner 1, also

[(p,D)])-

Wir notieren [(p,q)] = g.
Das additiv Inverse von x = [(p,q)] ist -x = [(-p,q)].
Das multipolikative Inverse ist [(q,p)], wobei wir hierbei davon ausgehen, dass p # 0, dass es ein

Inverses geben kann. Die Division definieren wir wie folgt:

L oaxy T VayeQ
Yy

10.2 Q@ ist in sich Dicht
Die Menge Q ist in sich Dicht. Das heifit fiir jedes x,y € Q und x < y existiert ein z € QQ, sodass

T <z<y.
Oder genauer: jeder Punkt in Q ist ein limit Punkt von Q mit der standart Topology.
10.2.1 Beweis

Wir schreiben x = [(p1,¢1)] und y = [(p2, ¢2)], sodass ¢1,g2 > 0 und p; x g2 < g1 x p2.

Nehmen wir nun eine neue Zahl z, mit z = @ =[(p1 xq2+q1 xp2,2xq1 xq2)].

Da die Multiplikation kompatibel mit der totalordnung auf Z ist, folgt:
1% (P1xq2) <q1 x(q1xp2) =2xq1 xq2xp1 <q1 % (P1 X g2+ q1 xp2) =<2

(P1xq2) xq2) <(q1xp2) xq2 = (P1Xq2+q1 XP2) X q2<2Xq1 Xq2xXp2) =>2<Y
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10.3 Q ist abzahlbar

Es existiert eine Bijektion zwischen N und Q.
Genereller: Eine abzahlbare Vereinigung von abzéhlbaren Mengen ist wieder abzahlbar, also es

existiert eine Bijektion zwischen N und der Menge J S, mit S, = {sy,|p € N}.
neN

10.3.1 Beweis

Wir arrangieren und die Mengen (S, = {Sup|p € N}nen) auf einer 2 Dimensoinalen Flidche und
plazieren s,, an die Koordinaten (n,p). Wir listen nun alle Mengen S,, horizontal auf etc. Die
Bijektion erzéhlt man nun durch Cantors Diagonalargument, also man ”l&uft” entlang der
Achsen diagonal durch und zahlt dann ab.

1 2 3 4 5 6
1 1/6
2/6
3/6
4/6
56

Ot W N =

5/2 5/3 5/4

Es folgt nun, dass Z c | J{(a,b)|b € N} ist abzahlbar und damit auch Q c | J{(p,¢)|q € Z+0}
aeN peL
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11 Reele Zahlen

DIe niitzlichsten Zahlen die wir verwenden werde, sind die Reelen Zahlen. Informell sitzen die
Reelen Zahlen ”zwischen” den Rationalen Zahlen. D.h. sie sind selbst nicht rational, konnen aber
stark mit rationalen Zahlen approximiert werden. Das paradebeispiel fiir eine nicht rationale Zahl
ist \/§

Die reelen Zahlen kénnen wir mithilfe von Dedekindschen Schnitten konstruieren. Ein Dedekind
Schnitt kann man sich als die reele Zahl b vorstellen, die durch die Menge (—o0,b) N Q.

11.1 Konstruktion

Die Reelen Zahlen kénnen mithilfe von der Menge der Dedekinschen Schnitte iiber Q konstruiert
werden. Dabei ist ein Dedekind Schnitt folgendes:

Ein Dedekindscher Schnitt (A,B) ist eine Partitionierung von Q in zwei nicht leere disjunkte Mengen.
Also Q=Au B, mit A,B # @ und An B =@ mit den Eigenschaften:

e A ist abwértstechnisch geschlossen: wenn also z,y € Q mit x j y und y € A dann ist auch x € A
e A hat kein maximales Element: wenn x € A dann existiert ein y € A sodass x < y.

Da B = Q\A. kénnen wir den Dedekindschen Schnitt durch seine erste Menge A identifizieren. Die
Menge A ist nicht leer, nach unten abgeschlossenes echte Teilmenge von Q (und deswegen nach
oben beschriankt) und hat kein maximales Element.

Q ist in der Menge der Dedekinschen Schnitte enthalten, wenn man z.b. r - A = {a € Qla < r},
welches in Q kein maximales Elelemtn besitzt (weil Q dicht ist.)
Die Operationen und die totalordung der dedekinschen Schnitte ist wie folgt definiert:

e addition A; + A3 = {a; + az|a; € Ay und as € Ay}

e subtraction A; — Ay = {a; — bala; € A} und by € Q\ Ay}

e negation —A; =0- As = {a1 — bala; € Qo und by € Q\ Az}

e total Ordnung A; < A, wenn A; eine echte Teilmenge von A, ist. Also A1 ¢ As
e multiplikation, es gibt zwei Falle:

— fiir Ay, As > 0 definieren wir A; x Ag ={a; xas | 0<a; € Ay und 0<az € A2} UQy
— ansonsten nutzen wir eine der folgenden Aquivalenzen: A; x Ay = —(A; x (=A4y)) =
—((=A41) x A2) = ((-A1) x (-42))

e division wieder 2 Fille:

— wenn A; >0 und Ay > 0 dann 4 = {Z—;|O <ay € Ajundbs € Q\As} U Qo

Az
_ - P AL A (A (FAY)
ansonsten nutzen wir einer der folgenden Aquivalenzen: T TCAY T T A T (CAw)

Jede nichtleere Teilmenge der Reelen Zahlen, hat damit ein Supremum.
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11.2 Jede beschrankte nichtleere Teilmenge von R hat ein Supremum in
R

Das Supremum, also die kleinste obere Schranke, einer beschrankten Menge S = {A|A € X und A <
B} von einer Totalgeordneten Menge X, ist ein Element I € X sodass gilt:

VAeS A<Iund VI'<I,3AeS,A¢ T

(Erinnere, dass < tber die echte Mengeninklusion definiert ist c)

Das Supremum der Menge der dedekindschen Schnitte S = {A]A € R und A < B} ist genau der
dedekindsche Schnitt I = Jgeg A.

(A ist € R, weil wir R als die Menge, aller Dedekinschen Schnitte definiert haben, und diese Schnitte
eben Mengen sind. deswegen A € R und wieder < bedeutet echtesc), dann ist intuitiv klar, wenn wir
die Union aller Mengen in S bilden, dann wird aus vielen kleinen Mengen eine grofie Menge, die
genau der Dedekindsche Schnitt ist, der S nach oben beschrinkt(weil ja kein element dann gréfier
sein kann)

11.2.1 Beweis
Sei S ={A|AeR und A < B}, dann ist die Menge I = Ugeg A, ein dedekindscher Schnitt, da:

o weil AcQist IcQ,da I> A=+ folgt: I+ @, weiter da I < B folgt I + Q

e [ ist abwarts geschlossen, denn wenn y € [ ist y € A flir irgendein A, da A nach unten
abgeschlossen ist. x <y =>xe€ Acl

e wenn I ein maximales Element x hétte, so auch irgend ein A mit x € A, da A c I, dann wére
x das maximale Element von A, was nicht moglich ist.

Weiter ist I eine obere Schranke von S, weil VA € S,Ac I, also A< I. Und jedes I' < I, ist keine
obere Schranken von S, weil wenn I’ < I, dann 3z € I\I’. Da x € I,3A € S, sodass = € A, also
Acg I'. (Weil jax ¢ I')

11.3 Korper

Ein algebraischer Korper (K, +,0,x,1) ist eine Menge, sodass:
e (K,+,0) ist eine abelsche Gruppe.
e (K\{0},x,1) ist auch eine abelsche Gruppe.

e Es gilt Distributivitat: ax (b+c¢)=axb+axc

Wenn sogar K eine totalgeordnete Menge mit < ist, dann ist < kompatibel mit dem + und x, wenn
gilt:
Vz,y,ze€ K, wenn x <y, dann auch x + 2 <y + z

wenn 0 < dann 0<z xy

Weiter noch, ist < dedekind komplett wenn jede nach oben beschrinkte nicht-leere Teilmenge von
K, ein Supremum hat. Also wenn gilt:

VXcK,X+@, wenn B={be K|Vxe X,x<b} +@ dann Ju € B, sodass Vbe B,u<b
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11.3.1 Beispiel

Die rationalen Zahlen Q sind ein algebraischer Korper, der vertraglich mit der Ordnung < ist, aber
nicht dedekind komplett. Zum Veranschaulichen:

Nehme die Menge A = {z € Q|2? < 2}, A hat in Q, zwar obere Schranken, aber keine kleineste Obere
Schranke (Subremum), da /2 ¢ Q.

11.4 Axiomatiche Definition von R

(R, +,0,x,1) ist der einzige dedekind komplette, totalgeordnete Korper.

11.5 R, Archimedisches Axiom
Die Reelen Zahlen R besitzen das Archimedische Axiom. Also:

z,ye Rmit O<z <y IneN,y<nzx

11.5.1 Beweis:

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen y = 1. Nehmn nun an, dass 0 < z < 1,
sodass nx < 1 fiir jedes n € N.

Sei nun S die Menge aller solcher x (also: S = {z € (0,1)|nz < 1¥n € N})und bemerke, dass S nach
oben beschrank ist durch die 1. Also hat S ein Supremum, welches wir ¢ nennen.

Weil ¢ das Supremum von S ist = n(5) < 1Vn e N (Weil es ein z € S gibt mit § < 2 < ¢ und weil die
ordnung Komplett ist n(5) <na <1). Allerdings existiert ein p € N sodass 1 < p(2c), was aber nach
vorraussetzung noch moglich ist. (c ist Supremum von S und S ist durch 1 nach Oben beschrénkt).

Wir nehmen also an, es existieren x’se im Intervall 0 bis 1, sodass wir diese xse mit jeder natirlichen
Zahl multiplizieren diirfen, ohne dabei grofier als 1 zu werden. Mit dieser Annahme bilden wir nun
die Menge S, die alle diese x’se enthdlt. Die Menge S ist dadruch nach oben beschrdnkt. also es kann
kein Element in S geben, welches grifer als 1 ist, da die z’se ja aus dem Intervall (0,1)kommen.
Wir haben schon gezeigt, dass jede nach oben beschrdinkte Menge in R ein Supremum hat. Das
Supremum der Menge S nennen wir nun c. Da ¢ das Supremum von S ist, liegt 5 aufjedenfall auch
i S und fir die Elemente in S gilt ja, dass diese nach multiplikation mit irgendeiner natirlichen
Zahl immernoch kleiner als 1 sind. Da § echt kleiner als c ist, konnen wir auch schlussfolgern, dass
es ein xg € S geben muss, welches grofer als 5 ist. Fiir xog muss jetzt auch gelten: nxo < 1. Bzw:
5 <nxo nun beide Seiten mit 2 Multiplizieren = ¢ < 2nxo, da c aber das Supremum von S ist, kann
xo nicht grifler als ¢ sein. Dieser Widerspruch beweifit die Archimdes Property

11.6 Q ist Dicht in R
z,ye Rmit x<y Ige Q,x<qg<y

11.6.1 Beweis

Take the fisrt wort of every Song currently in your Playlist, print all of them on paper and cut the
individual words free. Then throw it in the air and the proof will appear as the paper falls on the
ground.
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11.7 R ist iiberabzahlbar
Es existiert keine Surjektion f:N — (0,1) c R, also ist R nicht abzéhlbar.

11.7.1 Beweis:

Write an Essay about Guraus skill to teach students, at the end of your essay the proof will appear.

11.7.2 Kardinalitat von R
Man kann zeigen, dass [R| = 2%, Also ist die Kardinalitit der Reelen Zahlen gleich der, der
Potenzmenge der Natiirlichen Zahlen.

R[ = |P(N)|

Die ”Continuum Hypothesis” beagt, dass es keine andere Kardinalzahl zwischen Rq und 2% gibt.
Das heif3t also:
270 =%y
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12 Komplexe Zahlen C

Die Letzte Klasse an Zahlen, die wir uns anschauen werden die Komplexen Zahlen sein.

12.1 Konstruktion

Die Komplexen Zahlen ergeben sich aus dem Kartesichen Produkt der Reelen Zahlen: R x R mit
den Operationen:

e Addition: (z1,y1) + (22,92) = (w1 + 22, y1 + ¥2)
e Multiplikation: (z1,y1) + (22,¥2) = (T1 X T2 — Y1 X Y2, 21 X Y2 + Y1 X T2)

Die Komplexen Zahlen bilden einen Algebraischen Kérper. Die Reelen Zahlen sind in die Komplexen
Zahlen eingebettet mit = — (z,0).

Weil C = R x R konnen die Komplexen Zahlen als Unedliche Flache dargestellt werden. Dabei ist
die "X-Achse”, dann quasi die Reelen Zahlen, da z ~ (2,0) so ja die Reelen Zahlen eingebettet
sind. Genauer (1,0) = 1 und v.a. (0,1) = 4, also kénnen wir jede Komplexe Zahl schreiben als:

z=(x,y) = (x,0)+(0,1) x (y,0) = x + iy, mit i2=-1

Sei z = x + iy eine komplexe Zahl, dann nenne wir x den Realteil (Re(z)) und y den imaginérteil
(Im(z)) von z.

Das komplex konjugierte von z, notieren wir z und wird gebildet, indem wir den Realteil gleich
lassen, aber das additive inverse des Imaginéarteil nehmen.

z=x+iy >Z=x—-1y
Die Komplexen Zahlen kénnen wir uns als Punkte auf der Komplexen Ebene vorstellen.

lyﬂ 7777777777777777777777777777777777777777777 : z

0 X

Der absolutwert von z (auch modulus genannt) ist die nicht negative reele Zahl mit

|2] = Vx? + 42 =V27Z,]2| 2 0
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Dabei représentiert |z| den Abstand zur 0 = (0,0).
Das Argument einer komplexen Zahl ist der Winkel ¢ zwischen der ”X-Achse”, also der Reelen
Achse und der Strecke (0,0)(z,y). Weiter gilt:

x =|zlcos(p) ,y = |2lsin(p) = z=[2l(cos(p) +isin(v))

Der Winkel ¢ lebt im Intervall (-, ), notiert mit Arg(z).
Da das Argument, aber nicht eindeutig definiert ist, weil es eine Periodische Funktion ist, gilt:

z =|z|(cos(8) +isin(0)), 0=Arg(z)+2kn, keZ

Ein paar wichtige Funktionen:

z
ZXZ

e Inverses: Additives Inverses von z ist -z. Das multiplikative Inverse von z ist % =

e n-te Wurzel: Fiir jedes z = |z|(cos(p) + isin(p)) € C,o und fiir jedes n € N,y haben wir n
verschiedene Nullstellen fiir n Potenz:

p+2km

+2k
L4 7T) +isin(
n n

=z Eef{borbur)s &= |27 (cos( ), mit k€ Z

Die interessanteste Eigenschaft der Komplexen Zahlen ist das sie ein abgeschlossener Kérper sind.
Das heifit jedes Polynom mit komplexen Koeffizienten besitzt Nullstellen in C. (Fundamentalsatz
der Algebra i guess).
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13 Topologie

13.1 Definition Topologie

Eine Topologischer Raum ist eine Menge X eingepflegt mit der Struktur einer Topologie 7.

Dabei ist eine Topologie T auf einer Menge X eine Menge an Teilmengen von X, also 7 = {U|U c
X} cP(X).

Diese Teilmenge mus folgende Eigenschaften erfiillen, dass es eine Topologie wird:

o g XeT  Also die leere Menge und die Ganze Menge X, miissen immer Teil der Teilmenge
T sein, damit T eine Topologie ist. Wenn nicht beide drin sind, ist T definitiv keine Topologie.

e abgeschlossen unter beliebiger Union Fiir jede Indexmenge A gilt:

wenn (Uy)aea € T dann auch | J Uy € T
acA

Also wenn ich beliebige Mengen in meiner Topologie nehme und diese Vereinige (Union),
dann bleibe ich in meiner Topologie, und bekomme nach der Union keine Menge, die nicht
schon in meiner Topologie chillt.

e abgeschlossen unter endlichem Schnitt Fiir jede endliche Indexmenge I gilt:

wenn (U;)ier € T dann auch (U; € T
iel

prinzipiell das gleiche wie bei der Union, nur machen wir hier die Finschrankung, dass wir
nur endliche viele Teilmengen unseres T schneiden diirfen.

Eine Teilmenge Y von X hat die Struktur einer Teilmengentopologie, oder induzierten Topologie:

Ty ={UnY|UeT}

Alle Topologien auf einer gegebenen Menge X bilden zusammen ein Poset bzw. sogar ein Lattice
mit der Inklusionsrelation.

Erinnere: ein Poset ist einfach nur eine teilgeordnete Menge, und zu einem lattice wird es dann,
wenn jedes paar an Elementen aus einem Poset, ein infimum und supremim hat. Dieses Meet and
Join auf dem Ubungszettel.

Seien nun 7; und 75 zwei Topologien auf X und gilt 77 ¢ 75, dann sagen wir 72 feiner ist als Ty
(und natiirlich: 7; ist grober als 73)

Auf jeder Menge X gibt es zwei triviale Topoligien:
e diskrete Topologie Ist die feinste Topologie also einfach nur 7 = P(X)

¢ indiskrete Topologie Die grobste Topologie also nur: T = {@, X }
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13.1.1 Beispiel
Zur Menge X, = {a,b,c,d, e, f} Ist Ty, eine Toplogie mit:

Ti ={X,2,{a},{c,d}{a,c,d}{b,c,de, f, }}

13.2 Offene Mengen, Umgebung
13.2.1 Offene und geschlossene Mengen

Die Elemente U einer Topologie 7 nennen wir offene Mengen. U wird ab sofort unsere Notation
fiir offenen Mengen sein.

Eine geschlossene Menge ist eine Menge, deren Komplement offen ist.
Mengen, die geschlossen und offen sind (z.b. @, X) nennen wir clopen. (closed and open)-

13.2.2 Beispiel

Nehmen wir wieder das Beispiel unserer Menge X, und 7.

Dann ist z.b. {a,c,d} eine offene Menge. Die Menge A = {a,b,c}, hat das Komplement {a,b,c}° =
{d,e,f} =S5, da S ¢ Ty, ist die Menge A nicht geschlossen. Aber die Menge B = {a,b, e, f} hat das
Komplement {a,b,e, f}¢={c,d} = D, da D €T, gilt, dass die Menge B geschlossen ist.

13.2.3 Umgebung

Die Umgebung eines Elements ("Punkt”) in X, x € X, ist eine Teilmenge V der ganzen Menge X,
V c X, welche eine offene Menge enthélt, die wiederrum x enthalt.

zeUcV mitUeT

0O.b.d.a, konnen wir uns auf offene Umgebungen einschranken, dann ist jede Offene Menge, die den
"Punkt” x enthilt eine Umgebung von x.

13.2.4 Beispiel

Schauen wir uns den "Punkt” a in unserer Menge X, an mit der Topologie 7.

Dann ist die Menge V; = {a,¢,d} eine Umgebung von a. Weil V; eine offene Menge ist beziiglich
unserer Topologie T,

Weiter ist V5 = {a, b, c,d} eine Umgebung von a. V5 ist zwar selbst keine offene Menge, aber enthélt
eine offene Menge, die a enthilt. {a,c,d} c{a,b,c,d}.

13.3 Hausdorff Topologien

Wir nennen eine Topologie Hausdorff, wenn es fiir zwei verschiedene Punkte x1,z2 € X, x1 # x2,
zwei disjunkte Umgebungen gibt, eine mit x; und eine mit x3. Also:

Ve,ye X, z+y 3V1 mit x1 € V3 und Vo mit y € V5 sodass VinVo =@
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Dabei sind V;, Vo Umgebungen der Punkte z; und xs.
In einer Hausdorff Topologie sind die Punkte nicht ununterscheidbar ”nach” beieinander.

13.3.1 Beispiel:

Die diskrete Topologie ist z.B Hausdorff. Da jede Teilmenge von X offen ist. Also Teil der Topologie.
Erinnere diskrete Topologie ist T = P(X) D.h. wir kénnen uns immer ein Element nehmen, und
dessen Punktmenge z.B. a und {a}, dann ist {a} diejenige Umgebung von a, die disjukt von allen
anderen Punktmengen ist.

Die indisktere Topologie (Also T = {@, X }), ist dahingegen niemals Hausdorff, weil es nicht fiir jede
Punkte diskunte Umgebungen gibt. (Da die einzigen Offenen Mengen X selbst und die leere Menge
ist) Also ist die einzige Umgebung die wir fiir ein x1 € X finden kénnen X selbst, und damit kann
diese Topologie nicht Hausdorff sein, weil in X ja alle Elemente liegen.

13.4 Subbasis einer Topologie

FEine Supbasis einer Topologie ist eine Teilmenge an offenen Mengen U € T, sodass jede andere
offene Menge durch beliebige Vereinigung endlichen Schnitte der Elemente in der Supbasis erhalten
werden konnen.

Eine Basis der Topologie ist eine Teilmenge an offenen Mengen, sodass die beliebige Vereinigung
dieser Elemente ausreicht, um jede andere offene Menge zu erhalten.

Eine Basis einer Topologie bestimmt die zugehdrige Topologie eindeutig. Also die Basis selbst ist
nicht eindeutig (es kann verschiedenen Basen zu einer Topologie geben). Aber wenn ich eine Basis
habe, darf diese nur eine Topologie erzeugen. Sprich ist B eine Basis sowohl von T1 als auch von

T2 so ist T1 =Ts.

Jede topologiesche Basis ist zeitgleich auch eine Subbasis.

Unterschied zur Basis eines VRs

In Kontrast zur Basis eines Vektorraums fordern wir bei einer Topologischen Basis nicht die Min-
imalitat! Und es gibt fiir manche Topologien keine Basis.

13.4.1 Order Topologie

Definition
In jeder totalgeordnete Menge X kénnen wir die Order Topologie einbringen.

Diese wird generiert durch die Subbasis {z|r < a} und {z|b < z} fir alle a,be X
Eine Basis ist gegeben durch beide diese Mengen zusammen: (a,b) = {z]|a < x < b}

Die Topologie, also die Teilmenge, die das ganze jetzt generiert, ist genau die Menge, aller ”Inter-

valle” einer totalgeordneten Menge X. Intervalle sind hier gemeint wie in der Schule, also (0,5) ist
das offene Intervall von 0 bis 5, welches die 0 und die 5 nicht enthdlt.
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Erinnere: die Basis der Topologie ist {x|a < x < b}, also kleiner als, deswegen ist die 0 und die 5
nicht enthalten.

Wenn es interessiert:

Wenn man die Basis der Topologie so umdefiniert, dass ( (a, b)) = {x|a <x <b} ), dann dandern
wir die Ubliche Definition eines offenen Intervalls zu der eines abgeschlossenen Intervalls. In der
Standard-Order-Topologie sind offene Intervalle ( (a, b) ) Mengen, die alle Punkte zwischen ( a )
und (b ) enthalten, ohne die Endpunkte selbst.

Wenn wir jedoch die Basisintervalle als abgeschlossene Intervalle definieren, dann wirden diese
Intervalle die Endpunkte (a ) und (b ) einschlieflen. In diesem Fall wire jedes unserer “Basis-
intervalle” tatsdachlich ein abgeschlossenes Intervall im herkémmlichen Sinne, und die von dieser
Basis erzeugte Topologie wirde als abgeschlossene Intervalltopologie bezeichnet werden.

In einer solchen Topologie wdaren die “offenen” Mengen, die durch Vereinigung der Basisinter-
valle gebildet werden, in Wirklichkeit Mengen, die in der tblichen mathematischen Terminolo-
gie als abgeschlossen gelten. Dies wirde zu einer anderen Topologie fiihren, die sich von der
Standard-Order-Topologie unterscheidet. Es ist wichtig zu beachten, dass die Begriffe “offen” und
“geschlossen” in der Topologie relativ zu der gewdhlten Definition der Basisintervalle sind. Wenn
wir also die Definition andern, andern sich auch die Figenschaften der resultierenden Topologie.

Beispiel:

Die Ordnungszahlen sind totalgeordnet, also konnen wir den ”Raum” der Ordnungszahlen mit der
Ordertopologie versehen. (Also wieder nur Intervalle einfithren).

Nehmen wir an, ( X ) ist die Menge der reellen Zahlen ( R ) mit der tiblichen Ordnung. Die
Basisintervalle wiren dann Intervalle der Form ( (a, b) ), wobei ( a ) und ( b ) reelle Zahlen sind
und (a < b ). Jede offene Menge in der Order Topologie von ( R ) kann als eine Vereinigung solcher
offenen Intervalle dargestellt werden.

Ein konkretes Beispiel fiir eine offene Menge in dieser Topologie wire das Intervall ( (1, 3) ), das
alle reellen Zahlen zwischen 1 und 3 enthélt, aber nicht die Zahlen 1 und 3 selbst. Dieses Intervall
ist offen in der Order Topologie, weil es direkt als ein Basisintervall definiert ist.

13.4.2 Beispiel Basis

In der diskreten Topologie, also P(X), bildet die Menge, aller Punktmengen eine Basis, dieser
Topologie.

13.5 Stetige und offene Funktionen

Eine Funktion f: X — Y, die von einem Topologischen Raum (X, 7;) in einen anderen Topologis-
chen Raum(Y, 73) abbildet heifit:
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e offen, wenn YU € Ty, gilt f(U) e Ts

Also die Bilder der offenen Mengen in X, wieder offene Mengen in Y sind.
e stetig, wenn VW e T gilt f1(W)eT;

Es gibt eine Folgerung, dass eine Funktion f: X — Y stetig ist, wenn fir jedes x € X und fir jede
Umgebung N von f(x) €Y gilt, dass die Menge f~1(N) eine Umgebung von x € X ist.

Wenn 77 und 75 beides Topologien auf der Menge X sind und gilt 7; ¢ 7, dann ist die Identische
Abbildung id, : (X,7T1) - (X, T2) eine offene FUnktion.
Hingegen ist die id, : (X, 73) — (X, 7T1) eine stetige Funktion.

Schaue hierzu genau die Definitinnen von offen und stetig an, und beachte dann, dass Ti eine
Teilmenge von Ta ist.

13.5.1 Zusammenhingende Raume

Ein Topologischer Raum heifit zusammenhingend, wenn man ihn nicht durch die Union zweier
offener disjunkter nichtleerer Mengen darstellen kann.

Also X ist zusammenhéngend, wenn:
X # X7 U X9 mit X1n X5 =g und Xl,XQ eT

&,
AR

Zusammenhangende und nicht &
zusammenhangende Unterrdume vaon
= A ist einfach zusammenhangend, &
(das gesamte Blaue) ist
unzusammenhangend. Die
Komplementa von 4 und B sind
zusammenhangend, aber nicht einfach
zusammenhangend.
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Wegzusammenhang

Fir z,y € X ist der "Pfad” von x zu y eine stetige Funktion f:[0,1] » X mit £(0) = x und £(1) =
y. Ein Topologischer Raum heiffit dann Wegzusammenhéngend, wenn es fiir jedes paar an x und vy,
diesen Pfad gibt.

Wegzusammenhdangende Rdaume sind immer zusammenhdangend. Etwas uberraschend ist auf den
ersten Blick jedoch vielleicht, dass es Raume gibt, die zusammenhdingend, aber nicht wegzusam-
menhdngend sind.

Dieser Unterraum von /= ist &
wegzusammenhangend, da je zwei
seiner Funkte durch einen Weg
verbunden sind.

13.6 Kompakte Mengen

13.6.1 Uberdeckung (Cover)

Eine Familie (A;);s von Teilmengen von X heifit Uberdeckeung oder Cover von B c X, wenn:

BCUAz

iel

Dabei kann es unendliche Uberdeckungen oder endliche ﬁberdeckungen geben, abhangig davon, ob
die Indexmenge I endlich ist oder nicht.

13.6.2 Kompakte Menge
Eine Menge K c X heifit kompakt, wenn man von jeder offenen Uberdeckung von K, also:

Kc|JU, mit U, €T
acA

eine endliche Uberdeckung herauspicken kann. Also:

Kc |J U, mit U, € T und I endlich.

aelcA
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13.6.3 Eigenschaften kompakter Mengen

Sei K eine kompakte Teilmenge von X und U eine Teilmenge von K U ¢ K mit U € T, dann
ist K\U eine kompakte Menge.

Wenn K eine kompakte Teilmenge von (X, T) ist, dann ist K auch kompakt in der Induzierten
Topologie (K, Tk).

Diese Induzierte Topologie ist eine Teilraumtopologie, oder auch Unterraumtopologie. Das
kann man sich auch so ahnlich vorstellen, Teilmenge, die die Sturktur(hier Topolgie) erbt.

Formal:

Es sei (X,T) ein Topologischer Raum mit Y ¢ X, dann ist die Teilraumtopologie auf Y
gegeben durch:
Ty ={UnY |UeT}

Die offenen Teilmengen von Y sind also genau die Schnitte der offenen Teilmengen U von X
mit Y.

Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Funktion ist wieder eine kompakte
Menge.

13.7 Topologischer Rand

Betrachten wir eine Teilmenge Y eines Topologischen Raumens (X,7). Y c X. Fiir jeden Punkt
x € X schreiben wir nun U(z), als eine offene Umgebung von x, also U(zx) ist eine offene Menge,
die x enthalt. U(z) € T mit x € U(x).

Dann ist der Punkt x...

ein limit/hdufungs Punkt von Y, wenn jede Umgebung von x mindestens einen Punkt in Y
enthalt:
vU(z), (Uz)nY)\{z}+@

Ein Limit Punkt muss nicht zwingend in Y liegen.

ein innerer Punkt von Y , der eine Umgebung komplett in Y hat.

JU(z)cY

ein isolierter Punkt von Y, wenn x zu Y gehort und kein Limit Punkt von Y ist.

zeY, 3FU(x), sd. (Ux)nY)\{z} =02
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&1

xistinnerer Punktvon 3, y ist
Randpunkt.

13.7.1 Beispiel:
Nehme die folgende Menge und die Zahl a:

e
(N
—
(N B
-
[ "

M

a ist ein innerer Punkt von M, da es ein € > 0 gibt, sodass Ja — €, a + €[ eine Teilmegen von M ist:

a-g a a+E
, }

13.7.2 Weitere Eigenschaften

Weiternoch halten wir fest, dass isolierte Punkte einer Menge per Definition keine limit Puntke
sind, aber innere Punkte sein kénnen.

Sei die Menge X mit der diskreten Topologie ”ausgestattet” und Y c¢ X, dann ist jeder Punkt
y €Y ein isolierter Punkt, als auch ein innerer Punkt von Y, weil ja {y} offen ist. (Weil Diskrete
Topologie: T = P(X)).

Hier fehlen jetzt noch die Definitionen vom Rand und Inneren etc., diese sind aber
schon auf deutsch auf dem Ubungszettel zu finden.
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14 Metrische Raume

In vielen Fallen folgt die Topologie eines Raumes aus einer Metrik. Ein topologischer Raum heif3t
metrizierbar, wenn er homéomorph zu einer Metrischen Raum ist. Ein Metrischer Raum ist ein
Raum, indem wir Distanzen zwischen Punkten messen konnen.

Im folgenden gilt immer: € > 0, also eine strikt postivie reele Zahl, die beliebig klein ist.

14.0.1 Homodéomorphismen

Homd6omorphismen sind Abbildungen zwischen zwei Topologischen Raumen f : X — Y fir die
folgendes gilt:

e f ist bijektiv
o f ist stetig

o f~!ist auch stetig.

14.1 Metrischer Raum

Ein Metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Distanzfunktion d : X x X — Ry,
sodass:

e d(z,x)=0
e symmetrsch und positiv: wenn z # y, dann gilt: d(z,y) = d(y,z) >0
e Dreiecksungleichung: Vx,y,z € X gilt: d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

Aus der Dreiecksungleichung erkennt man, dass die Distanzfunktion immer den ”direkten” Abstand,
also den kiirzesten Weg misst.
Eine Distanzfunktion in dem Metrischen Raum induziert eine Topologie.

14.2 Die standart Topologie

Die standart Topologie auf einem Metrischen Raum (X, d) ist eine Topologie, die von der Subbasis
erzeugt wird von allen offenen Béllen B,.(z) mit

B.(z)={y|d(z,y)<r}c X, VreX, reRyg

Erinnere: Subbasis heifst, wir bilden jede beliebige Kombination an Mengenvereinigungen von
endlichen Mengenschnitten.
Hier haben wir jetzt die Menge an allen offenen Bdllen, wobei ein offener Ball die Menge aller
”Punkte(Elemente)” ist, die im Bereich eines Radius v, um ein gegebenen beliebig aber festen Punkt
sind.
Das ganze ist ein offener Ball, weil wir die distanz strikt kleiner als r definiert haben. d(xy) <r
und nicht <.

Weiternoch ist es wichtig sich das ganze mal vorzustellen, fir jedes positive r, welches wir wahlen
kénnen ist die Menge N(x) eine Umgebung von x, wenn N(z) einen offenen Ball von x enthdlt:
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Die Menge N1(z) hier ist keine Umgebung von z, da wir keinen offenen Ball von x finden. egal wie
klein wir r wahlen, sodadd N1(x) diesen Ball komplett enthalt:

Eine offene Menge in der Standart Topologie ist eine Menge, die zu allen seinen Punkten eine
Umgebung ist.

Hier ist M eine offene Menge, da wir zu jedem Punkt in M (die kleinen schwarzen x’se sind die
Elemente in M) einen Ball finden, kénnen. Also ist M eine Umgebung von jedem seiner Punkte
und damit eine offene Menge. Bzw. in anderen Worten:

Mann kann M erzeugen durch die (sub)-Basis, aller offenen Bdlle von den Elementen.

Q hingegen ist keine offene Menge, da das blaue x zwar in Q liegt, aber wir keinen Ball von dem

blauen z in @ finden konnen. Also ist @ nicht von jedem Punkt eine Umgebung und damit keine
offenen Menge.
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Es gilt wieder: Nicht jede nicht-offene Menge ist geschlossen. Nur die komplemente der offenen
Mengen sind geschlossen.  Der Abschluss eines Balls in der standart Topologie ist definiert als:

B.(z) = {y|d(z,y) <7}

Wenn y ein Hiufungspunkt von B,.(z) ist, dann gilt:
Ve, 3z € (B(y) n B.(x)

B_r(X) Z

B_epsilon(y) N B_r(x)

Hierraus folgt, dass d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <r +e.
Weiternoch ist der Rand eines Balles dann:

OB, (z) ={y|d(x,y) =1}

14.3 first countable spaces

Ein Topologischer Raum heifit ”first countable”, wenn jedes x € X eine abzéhbare Menge an offenen
Umgebungenvon x gibt {U, (z) | ninN}, sodass fiir jede offene Menge U, die x enthélt. x € U folgt,
dass U;(x) c U(x) ist, fiir irgendein ¢ € N.

Jede standart Topologie ist first countable!

14.3.1 Wikiperdia definition:

In topology, a branch of mathematics, a first-countable space is a topological space satisfying the
”first axiom of countability”. Specifically, a space X is said to be first-countable if each point has a
countable neighbourhood basis (local base). That is, for each point = in X there exists a sequence
Ny, N3, ... of neighbourhoods of = such that for any neighbourhood N of x there exists an integer
i with N; contained in N. Since every neighborhood of any point contains an open neighborhood
of that point, the neighbourhood basis can be chosen without loss of generality to consist of open
neighborhoods. Aus diesem Lemma folgt auch, dass die offenen Bélle sogar eine Basis bilden und

nicht nur eine Subbasis.

14.4 Hausdorffness der Standart Topologie

Die standart Topologie eines Metrischen Raumes ist Hausdorff.

Es sind sogar alle metrisierbaren Topologien Hausdorff.
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14.4.1 Beweis

Go up to a stranger ans say something nice about them. If they answer with "ueehh” | you won the
proof.

14.5 Nicht metrisierbare Topologien

Ein Beispiel fiir eine nicht metrisierbare Topologie ist die Sorgenfrey Topologie auf R erzeugt
durch die Basis von allen halb offenen Intervallen [a,b) .

14.6 Der R? metrische Raum

Ein D -dimensionaler Eukliedirscher Raum ist die Menge R? = {(z1,....,xp) | #* € R}. Dabei ist
0 = (0,....,0) der Ursprung in R, also der Punkt mit den Koordinaten z, =0, = 1,...,D. In
den meisten Fillen spricht man von R”, als den Topologischen Raum mit der standart Topologie
beziiglich einer distanz Funktion. In folgenden wird R” immer mit dieser Topologie gemeint sein.
Lasset uns nicht von diesem Euklidischen Raum ablenken, das schreiben wir nur dazu, um uns von
anderen komplizierteren Raumen, die spdter noch kommen werden, abzugrenzen. Ein euklidischer
Vektroraum ist ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber R zusammen mit einem "inner product”,
wobei das “inner product” von zwei Vektoren ein Skalar ist. (BSP. Skalarprodukt)

Ein euklidischer Raum ist ein affiner Raum tber den reelen Zahlen, sodass er mit einem euklidis-
chern Vektorraum assozieiert werden kann.

14.6.1 Distanzfunktionen

Der RP ist ein metrischer Raum. Es gibt allerdings ein paar standart distanzfunktionen, Z.B.

D

1/p
dp(x,y)=|$—y|p=(2 |xu_'yu |p) , pell, )

p=1

fiir p = co gilt:
doo (2,y) = |2 = ylloo = mazy=1,.. D wu =yl

Beachte, im Gurau skript steht tberall z#, das habe ich abgedndert zu x,, weil er hier den Indez
meint und keine Potenz. Ich halte es fiir besser den Index unten zu lassen, damit wir das nicht
mit den Potenzen verwechseln

Weiter noch beobachtet man, dass fiir D = 1 gilt, dass unabhéngig von dem p, alle Distanzfunktionen
gleich sind und den absoluten Wert der differenz ergeben Wenn man sich R als Zahlengerade
vorstellt ist das ja auch ziemlich sinnvoll, dass die Distanz nur von der Differenz der beiden Punkte
abhangt.

14.6.2 Beispiele:

Betrachten wir eine Euklidische Ebene R?
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2
p=1= |z-y|= (Z |x#—y#|)=|$1—y1|+|m2—y2|
p=1

2 2
p=2 = ||x_y||2:(2|x#_yﬂ|2) =z = 1]? + |2 - of?
1

=
2 3
p=3 = |z-yls= (Z |z —yul?’) = o1 =y PP+ |z2 — ol
p=1
etc.

Wir betrachten nun den Einheitsball. Ein Einheitsball ist der Ball um den Ursprung mit dem
Radius r = 1. Nachwievor sind wir im R? und betrachten mehrere p-Abstandsfunktionen.

L= s+l

1= (|r|1'5+ |y|1'5]

TR

1
15

05 o 05

/
0 / 1= VP2
//

1 ea ooy L
U= (™ + =)=

Wie man erkennen kann, starten wir bei p=1 und wandern, wenn wir mit p nédher an die 2 kommen,
hinzum Einheitskreis. Je weiter wir von der 2 zur Unendlichkeit gehen, desto kastiger wird der Ball.
Vergleiche hierzu einfach mal die Graphen von 2, 2%, 28, 2™ fiir ein groBer werdendes n. Merkste
selba wa.

Und weil ich Bock drauf hab, das ganze nochmal im R3.

N
I 1:(MLS+‘_v‘1,5+‘2‘15]15

:
7
1= x|+ [y + 2|

- S
I [NCRANCRRD) 1= (W0 b0 )

The ball is actually a square.
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14.6.3 Aquivalenz der Distanzfunktionen?

Die Distanzfunktionen d, sind auf RP kompatibel. Gemeint ist aufjedenfall, dass es fiir beliebige
p,q > 1, zwei Konstanten a und b gibt, sodass:

a- dp(.’lf,y) < dq(x7y) < bdp(.’l,‘,y)

Dieses Lemma impliziert, dass die standart Topologie auf einem D-dimensionalen euklidischen
Raum (RP,d,) unabhiingig von der der gewihlten d,-distanzfunktion ist (also p-unabhiingig).

FEine Menge ist offen beziiglich einer Distanzfunktion aus d, genau dann wenn sie offen beziglich
jeder Distantzfunktion aus d,, ist.

Aus Einfachheit nutzen wir oft einfach p = 2. Wenn bei | - | kein p dabeisteht, so kann man von
p =2 ausgehen.

14.6.4 In der standart Topologie Q =R
In der Standart Topologie der Abschluss von Q, also Q =R
Beweis entfdllt, kann man sich aber schnell denken, wenn man tberlegt, dass die Bdlle in der

standart topologie gerade son kleines € um den Punkt x sind. und Q ja dicht in R ist, also muess
der Abschluss von Q genau allen reelen Zaheln entsprechen.
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15 Folgen in Metrischen Raumen

Im folgenden ist X immer als ein Metrischer Raum zu verstehen mit der standart Topologie von
einer distanzfunktion d(x,y) = ||z - y|.

Eine Folge in einem Metrischen Raum ist eine Liste an Elementen x1,x2,x3, .., Ty, .. aus X, bei der
Wiederholungen von Elementen erlaubt ist und die Reihenfolge eine wichtige Rolle spielt.

15.0.1 Folgen

Eine Folge in einem Metrischen Raum (X, d) ist eine Funktion mit dem Definitionsbereich N und
dem Wertebereich X.
z:N—->X

Wir schreiben z(n) = z,, und halten fest, dass wir eine Folge anhand ihrer Bilder identifizieren:
(zo,x1,22,...) = (Tn)ney. Um diese Notation zu vereinfachen schreiben wir oft einfach nur ().

Eine Teilfolge erhélt man, wenn man elemente aus der Folge rausstreicht, ohne dabei die Reihenfolge
der iibrigen Folgenglieder zu verandern.

Also ist eine Teilfolge von (2, )neny ein Folge mit (xy,, )key mit ny strikt wachsende Folge von
natiirlichen Zahlen ny > ny fiir k> k’. Offensichtlich folgt fiir alle Teilfolgen: ny > k.

Eine Folge konvergiert, wenn sie fiir n — oo einen fixen Wert anstrebt.

15.0.2 Konvergenz

Eine Folge (z)ney in (X, d) konvergiert zu z, wenn fiir jedes € > 0 es ein N, € N gibt, sodass
n> N, =d(z,z,) <e.
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Alternativ kann man sagen, dass fiir jeden Ball um x: B.(x) ein N, existiert, sodass aus n > N,
folgt x,, € B(x)

Was da steht ist, dass es fur jedes € > 0 einen Wert gibt, nennen wir ihn N, ab dem jedes
nachfolgende Folgenglied noch ndher an x liegt als das € mit dem wir gestartet sind.

Wir notieren diesen Grenzwert mit lim,,_, . =, = x, oder einfach limz, = z, z,, - . Dieser Punkt
x wird das Limit(Grenzwert) von x,, genannt.

Diese Definiton kann einfach auf Topologische Radume erweitert werden.
Grenzwerte von Folgen sind tatséchlich stark mit den Limits Points von Teilrdumen von Metrischen
Réaumen verbunden.

15.0.3 Konvergenz von Teilfolgen

Eine Folge in (X, d) konvergiert genau dann, wenn jede seiner Teilfolgen konvergiert. Eine kon-
vergierende Folge und all ihre Teilfolgen konvergieren gegen den selben Grenzwert.

15.0.4 Grenzpunkte in metrischen Raumen sind Grenzwerte von Folgen

Ein Punkt z ist ein Haufungspunkt(Grenz-/Limitpunkt) von einer Teilmenge Y eines metrischen
Raumes (X,y) genau dann, wenn es eine Folge (y,,) mit y, € Y, y, # = gibt, sodass limy,, = z.

15.0.5 Sequentielle Stetigkeit

In metrischen Rdumen die Grenzwerte gehen durch stetige Funktionen. Ich habe echt keine Ahnung
was dieser Satz mir sagen soll zD.

Fir zwei metrische Rdume X und Y nennt man eine Funktion f : X — Y ”sequentiell stetig”
(sequentially continuous), wenn fiir alle (x,,) ¢ X mit =, - x € X, die Folge (f(z,)), ¢ Y dann
auch gegen f(z) konvergiert, also (f(zn))n = f(z).

Man kann zeigen, dass fiir egal welche Topologischen Rduem X und Y, eine stetige Funktion auch
sequentiell stetig ist.

Die Umkehrung dessen ist allerdings nicht immer wahr, allerdings wenn der Topoloische Raum X
first countable ist, gilt auch die Umkehrung.
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15.0.6 Sequentielle Stetigkeit in metrsichen Raumen

Seien X und Y metrische Rdume, dann ist die Funktion f: X — Y sequentiell stetig genau dann,
wenn sie stetig ist.

15.0.7 Stetigkeit Distanzfunktionen

Jede Distanzfunktion ist in jedem Argument stetig.

15.1 Cauchy Folgen

Eine Cauchy Folge ist eine Folge, deren Folgenglieber mit wachsendem n, immer naher ”zuasm-
menriicken”.

15.1.1 Definition Cauchy Folge

Eine Folge (2, )ney in (X, d) heiit eine Cauchy Folgen, wenn fiir jedes € > 0 und m,n € N gilt:

IN, e N ;sodass m,n > N, = d(x,,x,) <€

Jede konvergierende Folge ist eine Cauchy Folge, aber nicht jede Cauchy Folge kon-
vergiert. Ein Beispiel hierfiir soll die rekursive Folge x,,,1 = %(zn + Il), xo = 1 sein, die in Q eine
Cauchy Folge ist, aber in Q nicht konvergiert.

15.1.2 Konverenz von Teilcauchyhfolgen

Eine Cauchy Folge in (X,d) konvergiert genau dann, wenn sie eine konvergierende Teilfolge hat.

15.1.3 Beweis

Make yourself a cup of tea, but as tea you will use different sort of grass that is near your. After
drinking it, you will feel sick, thats normal. Then after 1 Day of suffering the proof will come to
you by magic.

Everthing has its cost.

15.1.4 In Metrsichen Raume, Kompakt = sequentiell kompakt

Eine Teilmenge K c X eines Topologischen Raumes X heifit sequentiell kompakt, wenn jede Folge

in K eine Teilfolge hat, die gegen einen Punkt in K konvergiert.

In einem metrischen Raum (X,d) ist K ¢ X, genau dann kompakt, wenn sie sequentiell kompakt
ist.

15.1.5 Beweis

This is the 1111’th line in the Latex code. To unlock this proof, you will need to write an latex
document with at least 2222 lines. You're welcome.
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15.1.6 Cauchy komplette Raume
Ein metrischer Raum, indem jede Cauchy-Folge konvergiert, heifit Cauchy komplett.

Nicht alle Rdume sind Cauchy komplett. Zum Beispiel ist der Q nicht cauchy komplett. Schaut
man sich die Folgen an, die sich der Dezimaldarstellung von v/2 niihern, so konvergieren diese nicht
in Q.

Wenn man mit einem cauchy inkompletten Raum beginnt, kann man sich darauf einen cauchy
kompletten bauen, indem man dem Raum alle Limtis der sich ihn ihm befindenden Cauchy Folgen
hinzufiigt. So kann man sich auch die reelen Zahlen R aus den rationalen bauen Q.

15.2 Fixpunktsatz von Banach

Eine kontrahierende Abbildung 7" auf einem (nicht leeren) vollstdndigen Cauchy-metrischen Raum
(X,d) besitzt einen Fixpunkt z*, d. h. T'(x*) = x*.

Weiter noch fiir jedes zq gilt die rekursiv definierte Folge 2,41 = T'(x,,) fiir n >0
Dabei gilt fiir den Abstand zwischen dem Fixpunkt z* und jedem Folglied x,, die Abschatzung:

n

q
-q

d(z*,x,) < 1 d(z1,20)

Sie konvergiert also und lim x,, = x*.

Der Fixpunkt existiert allerdings bereits unter schwécheren Bedingugen. Nahmlich wenn d(7T'(z),T(y)) <
d(z,y), wenn (X,d) kompakt ist.
15.2.1 Beweis

Take two chairs, stand on one of them, look at the other chair and realize that you have no friend
standing with you on the other chair, get depressed then logically apply for a maths major and
write the proof yourself.
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16 Folgen in R und R”

16.1 Homogene lineare Differenzengleichung
Oft kommen auch rekursiv definierte Folgen vor, indenen ein Term in abhéngigkeit von endlich
vielen seiner vorganger definiert ist.

Tn+q = F(xmxrwla ~-~7xn+q—1)

Wenn F stetig ist, ist das Limit einer rekursiven Folge,wenn es existiert, die Losung der Gleichung;:
x* = F(x*,...0%)

Betrachen wir nun die reelen oder komplexen Folgen. Wenn eine rekursiv-definierte Folge nicht
konvergiert, ist man daran interessiert eine ” geschlossene” Formel fiir x,, zu finden. also son bissle
wie eine Differentialgleciung aber halt mit Folgen.

Ein oft auftretender Fall, der immer gelost werden kann ist der, einer homogenen linearen rekursion
mit konstanten Koeffizienten:

qg-1
Tn+q = Z Cp Tn+p, L0, L1, L2505 Lg-1
p=0

wobei die ¢, fixiert, also konstant sind. Um nun eine Folge zu starten miissen wir die ersten z,, ’s
gegeben bekommen.

Was damit jetzt gemeint ist, ist folgendes: Wir haben o bis x,-1 vorgegeben, das heifit das ndichste
Folgenglied wdire x4, welches wir nicht vorgegeben haben, aber durch m = 0 errechnen kénnen,
ndhmlich durch die Summe:

q-1

Tyg = Z Cp Tp =Coxo +C1T1+,,,t+Cq-1Tg-1

p=0
Da wir ja alle bis x4-1 vorgegeben haben, und die ¢, 's, alle fiziert sind, kénnen wir uns so die
Folgengleider ausrechnen, die nachden vorgegebenen kommen werden. Insbesondere wenn man n
erhoht, werden weitere Folgenlglieder nach x,_1 ausgerechnet.

N=L 5
Xp =P 2

N=o r A

g=3 X‘f Ki:?a_:acl" Xp

/\ N /
-1=2 X ¥ <
x, % N 2
X Ty XLL i_ P 7P+
™Y h= 1 =0 \




Lineare Rekursionen kénnen immer als endliche Differenz Gleichungen tibersetztz werden. Das
macht man mithilfe des endlichen-differenz-Operator A.

(AZ)y = Tnyr = 2n, (AF12), = (A(ARD)) xm,,:kf%( Z )(Akm)n

Der erste Ausdruck hier, ist die Definition des Differenzenoperators A, also ist Ax, genau die
differenz von dem n+1tem Folgen glied mit dem n-ten Folgenglied.
Bei der Folge:

0,1,1,2,3,5,8,13

Ist (Ax)s =2psy1 -2, =5-3=2
Der zweite Ausdruck hier oben, beschreibt die mehrfache Ausfihrung des Differenzenoperators auf
ein x,. Furk = 1 gilt folgendes:

(Ak+1x)n = (A2x)n = (Ax)n+1 - (Ax)n = (xn+2 - mn+1) - (mn-%—l - xn) =Tn+2 — 2xn+1 +Tn

So kann man sich apperently jede lineare rekursion auch mit dem dritten ausdruck oben, auch
definierren.

Wenn mir das jemand anschaulich erklaren kann, dann bitte tut so

Das ergibt eine direkte paralele von den rekursionen zu den Diffenzialgleichungen.
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Leider habe ich keine Ahnung was Bro mit dem folgenden Abschnitt zur Losung
von solchen Dingen meint.
Ich hab mich aber online Schlau gemacht:

Hier ein gutes Erkléarvideo:
Gutes Video
Zweites gutes Video, erst nach dem ersten Anschauen

Gegeben sei eine rekursiv definierte Folge und ein paar Anfangsbedingungen.

Bsp. ap —ap_1—6a,9=0mitag=1,a1 =8
Die Vorgehensweise ist dabei immer recht gleich:
1. Charakteristisches Polynom aufstellen:
Das geht indem wir a,, durch r" ersetzen:

Also in unserem Fall: v —r" 1 —6r"2 =0

2. Danach jeden Summanten mit dem geringsten Exponent (n-2) dividieren
Aus unserem Beispiel wird dann: r> —r—-6=0

Anderes Beispiel: aus an_3 + bay, wird dann 1 + 53

3. Polynom faktorisieren:
aus 1> =1 -6=0= (r-3)(r+2), also r = 3,-2 sind Nullstellen.

4. Die Form von a,, aufschreiben:
an = ¥; d;(Nullstellen)™
an = (3)" +B(-2)"

D.h. die Nullstellen mit einem Koeefizienten versehen und dann mit n potenzieren und
alle addieren.

5. Mithilfe der Anfangsbedingungen nach den Koeefizienetne « etc. auflésen.
ap=1=a(3)+3(-2)=a+8
a1 =8=a(3)' +B(-2)! =3a-28
Aus dem LGS ergibt sich dann: a=2,8=-1

6. Schon aufschreiben:
an=2-(3)"+(-1)-(-2)"

Es gibt ein paar Sonderfall:
Wenn man doppelte Nullstellen hat, also das Polynom in (r — 2)(r — 2) zerfillt zum Beispiel, muss
man Folgenden Trick anwenden.

an = a(2)" + Bn(2)"

47


https://www.youtube.com/watch?v=7mhvA5L7KqY&t=787s
https://www.youtube.com/watch?v=dQw4w9WgXcQ

Also pro algebraische Vielfachheit einfach eine Potenz von n hinzufiigen. Wenn Polynom in (r -2)3

zerfallt, sieht das so aus:

an = a(2)™ + Bn(2)" + yn?(2)"

16.2 Satz von der monotonen Konvergenz

Ein interessanter Fall von Folgen in R sind die der monotonen, beschranken.

16.2.1 Definiton
Eine Funktion in R heifit:

e monoton wachsend, wenn a,, > a, fiir n>p

e monoton fallend, wenn a,, < a, fiir n >p

e beschriankt, wenn jedes |a,| < M fiir ein festes M

16.2.2 Monotone Konergenz Theorem

Eine Folge (x,), mit z,, € R, die monoton und beschriankt ist, konvergiert. Wenn die Folge monoton
wachsend ist, konvergiert sie gegen ihr Supremum. Bei monoton fallend gegen ihr infimum.

16.2.3 Beweis

Read da Skripdt, work da Skripdt!

16.2.4 Beispiel

* Tedes n+l, muss vber dem n-ten he_sev\

o also 0 aber kein x, l?ea‘t Cher M

16.2.5 Wichtige Konvergenzen (Bernoulli Ungleichung)

Bernoulli Ungleichung:

(1+2)" >1+naz, fir reele x, und 2 > -1, neN

Wichtige Konvergenzen

° V8€Q>0hm#:0
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e Va>0liman =1

o limn!/"=1

0<qg<1,limqg" =0

fﬁrneN,$>1,limZ—i=O

lim,, % =0 fiir jedes reele x

16.3 Satz von Bolzano-Weierstrass

Wir haben gesehen, dass monotone, beschrankte Folgen konvergieren. Tatsachlich reicht die beschranktheit
aus, fiir die konvergenz einer Teilfolge.

16.3.1 Intervallschachtelung

Sei [an,bn] € R eine Familie an geschachtelten geschlossenen Intervallen [a,41,bn41] € [@n, by, ] mit
den Natiirlichen Zahlen n € N indiziert.

Gemeint ist eine Folge an Intervallen, woebi das Folgeintervall immer ein Teil des vorherigen
Intervalls sein muss, dabei werden die intervalle beliebig klein.

L
Y

Y

1 Iy

Y

Y

|
T
0
|
f
0
| -
0
|
T
g
4 members of a sequence of nested intervals =

Wenn nun lim(a, — b, ) = 0 existiert genau eine reele Zahl {z} = () [an, bn]
neN

16.3.2 Beweis

The Reader should seek some literature on this subject.

16.3.3 Bolzano-Weierstrass Theorem

Eine Folge in R heiit beschrinkt, wenn |a, | = d(a,,0) < M. Fiir ein festes M. Jede beschriinkte
Folge in RP hat eine konvergierende Teilfolge.

16.3.4 Beweis

Look on the Floor and you will see that this is super trivial.
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16.4 RP ist Cauchy komplett

Die reelen Zahlen R zusammen mit der standart Topologie sind ein Cauchy kompletter metrischer
Raum. Gleiches gilt fiir RP

16.4.1 Beweis

This proof can be visited at https://www.spielaffe.de/.

16.4.2 Folgerung
Die reelen Zahlen R sind der Cauchy Abschluss von Q.

16.4.3 Beweis

Close your eyes and submit your exmatirculation form, then the proof will be visible on the bottom
of the Nekar.

16.5 Satz von Heine - Borel

Ein wichtiges Resultat ist die Charakterisierung von Kompakten Mengen in der standart Topologie
RP. Eine Menge in (RP,d) heiit beschriankt, wenn sie vollstiindig von einer (ausreichend grofien)
Kugel mit dem Ursprung als Mittelpunkt tiberdeckt werden kann.

16.5.1 Satz

In der Standardtopologie (R”) gilt: Eine Menge ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.

Wikipedia definition
Fiir eine Teilmenge M von RP (der metrische Raum aller reellen n-Tupel mit der euklidischen
Metrik) sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

o M ist beschrinkt und abgeschlossen.
e Jede offene Uberdeckung von M enthdlt eine endliche Teiliberdeckung.

Dieser Satz lisst sich speziell auf Teilmengen der Menge der reellen Zahlen

16.5.2 Beweis

Go to Instagram and follow @Qcaptain_jonis_mememuellhalde, the 24th post is the proof.

Bemerke, dass der Beweis die komplett-ness von R braucht, deswegen funktioniert es nicht fiir
inkomplette metrische Rdume wie den Ratrionalen Zahlen Q. Es funktioniert auch nicht in kom-
pletten unendlich dimensionalen Raumen.

16.5.3 Folgerung

Die Inverse einer stetigen Bijektion zwischen zwei Hausdorff Rdumen ist wieder stetig.
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16.5.4 Beweis

Grab yourself a Banana and go tame a Polarbear with it, then ride on the Polarbear to the nearest
Volcano and piss in it. Your piss will atomatically write the proof onto the Magma inside the

volcano.
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17 Reihen

Reihen sind unendliche Summen von Folgengliedern.

17.0.1 Definition

Startend bei einer Folge (a,) in R,C, kann man eine Reihe bauen, indem man die Folgenglieder

unendlich auffsummiert:

oo

Zak:ao+a1+a2+...
k=0

Die Elemente a,, einer Folge (a,) heiflen allgemeine Terme der Reihe.

Eine Reihe...

n
e konvergiert, wenn die Folge an Teilsummen s,, = Z ay, konvergiert s, - s. In diesem Fall

k=0

sagen wir, dass Z ax konvergiert zu s.

k<0

Kann man sich in etwa so vorstellen:

53 = ap = ag+a; +ay + az

3
k=0

s1 = § ap = ap+ a;

k=0

e konvergiert absolut, wenn die Reihe der absoluten Werte Y77 lax| konvergiert.

e divergiert, wenn sie nicht konvergiert.

Bemerke, dass wenn eine Reihe konvergiert, dann muss der allgemeine Term a,, = s, — s,-1 gegen
Null konvergieren a,, - 0. (Ansonsten wére die Folge der Partialsummen nicht Cauchy). Nicht nur
dass, sondern sie muss schnell genug konvergieren.

Beispiele:

1

® k< 7z - absolut konvergent

k
® Yl % - konvergent

® Yl % - divergiert
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Also wenn eine Reihe absolut konvergiert, dann konvergiert sie auch. Weiter noch | Y}, ax| <
Yien lakl, daraus kann man schliefen, dass wenn die Folge an Partialsummen von Y, |ai| Cauchy
ist, dann auch die Folge der Partialsummen von Y, ag.

Die Frage der Konvergenz einer Reihe ist immer wichtig. Zwei wichtige Arten von Reihen sind
die:...

e Geometrische Reihe: Die geometrische Reihe sieht wie folgt aus:

> d"

k=<0
Sie konvergiert absolut zu ilq fiir 0 < ¢ < 1 und divergiert fiir ¢ > 1

e generalisierte Harmonische Reihe: Die Reihe

@)=Y

i1 k*

konvergiert absolut fiir « > 1 und divergiert fiir @ < 1. Mithilfe der Cauchy KOndensation
(wird glei erkldrt) sieht man, dass die Reihe sich verhalt wie:

1

ok _
Z 2]@04 - ]g;) 2k(a-1)

k>1

Reihen, die nur positive Summanten haben und konvergieren, konvergieren immer auch absolut.

17.1 Konvergenzkriterien

Gegeben sei eine generische Reihe mit:
D,

17.1.1 Cauchy Kondensation

Wenn a; > 0 und die Folge a, ist monoton fallend, dann konvergiert die Reihe ;. ax genau dann
wenn Y. 2%aqr konvergiert.
Weiternoch gilt die Abschéatzung:

ZakSZQkGQkS2Zak

k>1 k>1 k>1

dabei ist agr wirklich 2% im Index, man kann das leider schlecht erkennen, aber der Index sind 2
HOCH k

Visualization of the above argument. Partial sums of the n), 32" £(2"), and 2} f(n) are shown overlaid &
from left to nght
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17.1.2 Beispiel

Einfaches Beispiel(weil ich die schwereren ned verstanden habe): Man nehme die Harmonische
Reihe .51 %, man erkennt a,, = % ist Monoton fallend und immer gréfer null, also kann man jetzt

ummodeln zu: 1 1
IR IR

n>1 T n>1 n>1

Diese Reihe divergiert offensichtlich, damit divergiert die urspriinglich auch.

17.1.3 Direkter Vergleich

Wenn fiir eine Folge |ag| < by gilt, dann heifit das auch, dass by > 0 sein muss. Man kann also
folgern, dass wenn die Reihe }’;.; b konvergiert, dann konvergiert die Reihe ;. ax absolut und

es gilt:
| Z ak| < Z b
k>1 k>1
17.1.4 Beispiel
Man nehme die Reihe 1
kgl k2 +k

Hier sieht man nichr direkt, dass diese Reihe konvergiert oder nicht. Nutzen wir alldings folgende
Abschiitzung n? + n > n?, kénnen wir mit einer Reiher, deren Konvergenz wir kenne vergleichen.

1 1

Lz

k>1 k21
Da die "Basler Reihe” (das Ding rechts) bekannterweise konvergiert, und immer grofer ist, als der
Betrag unserer urspriingliche Reihe, wissen wir, dass unsere urpsriingliche Reihe absolut konvergiert.
17.1.5 Alternierende Reihen

Wenn eine Folge a; monoton fallend ist und gegen Null konvergiert, a; — 0, dann konvergiert auch:

> (-D)’ay

k>1

Das folgt aus dem Intervallschachtelungs theorem.

17.1.6 Beispiel

Man nehme sich die Folge: aj = %, diese ist monoton fallend und konvergiert gegen 0. Bilden wir

jetzt die Harmonische Reihe davon, konvergiert diese auch:

5 (-D* 1

=0 k! e
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17.1.7 Cauchy-Hadamard

Wir definieren:

r= lim (supm2n|am|i)
n—oo

Wenn r < 1 konvergiert die zugehdrige Reihe absolut. Wenn r > 1 divergiert die dazugehoreige
Reihe.

17.1.8 Beispiel

Ich find kein gutes Beispiel, vllt. kann ja wer nachhelfen.

17.1.9 Quotientenkriterium

Wenn lim |*2+t| = 7, dann konvergiert a,, wenn r <1 und divergiert fiir > 1.
n

17.1.10 Beispiel

Sei nun die zugrundeliegende Folge ay = % In das Kiretium eingesetzt:

1/(“1)':1@11%0
+

r=lim |

k—o0 l/k

Damit kleiner als 1 und somit konvergiert die Reihe.

17.1.11 Integralkriterium

Sei ay, eine Folge, die monoton fallen ist, und gegen Null konvergiert ax — 0
Wenn eine monoton fallende Funktion f existiert, sodass:

[:10,00) > Ry, f(k) = ak

dann konvergiert die Reihe wenn:
S a, < f F(k)dk < oo
k>1 0

17.1.12 Beispiel

Sei ay, = k%, dann ist f:[1,00) - R definiert, als f(x) = i% da die Reihe bei k =1 starten muss,

weil wir sonst durch 0 teilen, ist f(z) auch nur auf 1 bis unendlich definiert
Durch Integrationskriterium folgt:
> 1
f 72dl' =1l< o
1z

17.1.13 Abeltest

Sei Y -0k eine konvergierende Reihe und by eine monoton, beschrianke Folge, dann konvergiert

auch:
> ag by
k>0
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17.1.14 Beispiel:

Ziemlich hart grad kein Bock dafiirn Beispiel zu finden ey, naja!
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18 Absolut konvergente Reihen

Absolut konvergente Reihen haben nochmal ein paar mehr einschrinkende Eigenschaften.

18.1 Summe absolut konvergierenter Reihen

Die Summe einer absolut konvergierenden ist invariant unter vertauschung der einzelnen Terme der
Reihe. Also wenn Y, |ag| < oo gilt:

Zak:A:Zag(k) ZA, Voe S,
k k

Also die Reihenfolge, in der ich die Folgenglieder addieren ist ned wichtig, es kommt beidesmale A
raus, dabei ist o : N — N(bijektiv)
18.1.1 Beweis

You will need to go to your Car and remove the air from all the Tires. Then let your bestfriend
drive to Italy with this car. He will return with the Proof.

18.2 Cauchy Produkt
Das Cauchy Produkt zweier Reihen Y .0 ar und .0 by ist die Reihe:
p
> Cps Cp= ) akbpk
p20 k=0
Es gilt:

e Wenn beide Reihen konvergieren und mindestens eine Reihe absolut kovergiert, dann kon-
vergiert das Cauchy Produkt ¥4 ¢, auch und zwar zu (X xs0 ax) - (Xks0 br)

e Wenn beide Reihen absolut konvergieren, konvergiert das Cauchy Produkt auch absolut.

18.2.1 Beweis

One should go to the Amazonas and be accepted into an Tribe there. Then after 2 Years one can
ask the Shaman of that Tribe, if he or she knows the Proof.

We know that one Shaman of one tribe knows the proof, but we dont know which tribe it was, so
one would need to iterate through all of them until the Proof is found.

NEVER ask the Shaman before you havent lived within the tribe for at least 2 Years, otherwise
you’ll be eaten.

18.2.2 Beispiel

Seien Beispielsweise die beiden Folgen ay = by =

2k -
Dann ist das Cauchy Produkt definiert als:
21 1 P11 p+l p+1
szzﬁ'gp—kzzﬁz 5 :>Z o
k=0 k=0 p>0



19 Potenzreihen

Eine wichtige Teilklasse der Reihen, sind Potenzreihen. Sle sind die generalisierung von Polynomen
der Form P(2) = ¥ ,50 ¢cn(2z — 20)", wobei zq eine feste komplexe Zahl ist, die den Mittelpunkt der
Konvergenzscheibe aufzeigt und z eine komplexe Variable ist.

19.1 Folgerung fiir konvergenz

Sei P(z) eine Potenzreihe. Wenn diese fiir ein z konvergiert, dann konvergiert auch die Potenzreihe
P(2) fir alle 2/, fir die gilt: |2" — 20| < |2 — 20|

19.1.1 Beweis

Close your eyes at exactly 22:00 on the Date 21.08.2024. Then look in the Sky.
If your are in front of the Mathematikon a wyld Captain will spawn and give you Mate and explain
cette Proof.

19.2 Konvergenzradius

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe ist die nichtnegative reele Zahl r € Ry(, sodass die Reihe
konvergiert, wenn |z — zg| < r und divergiert, wenn |z — 29| > r In anderen Worten:

r=sup{|z - 20| | |[P(2)| < 00}

7 ist also das Supremum der Menge, aller z , fir die P(z )konvergiert
Die Konvergenzscheibe einer Potenzreihe ist der offene Ball (Scheibe)

B.(20)={2z€C | |z=z| <7}
Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z innerhalb dieser Scheibe.

Den Konvergenzradius berechnet man wie folgt:

1
r=—-
lim sup ¥/|cx|

Der Konvergenzradius kann man auch mit:

. Cn
r=lim | |
berechnen, sofern dieses Limit exisitert. Beispielsweise kann man so den Konvergenzradius der

Geometrischen Reihe git Berechnen Y., 2", dieser ist r = 1.

19.3 Folgerung

Sei P(z) eine Potenzreihe, und wihle ein z, sodass |z — zo| < p < r. Dann existiert eine Konstante

C, sodass:
N

|P(2) =Y cn(z - 20)N| < C-)z— %N
n=0
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19.3.1 Beweis

The Proof of this Lemma ist found in the Sewage System of Heidelberg. Right arround the Corner
where the Aligator lives.
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20 Exponentialfunktion

Viele simple Funktionen sind iiber Potenzreihen definiert.

20.1 Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion ist z.b. defineirt als:
eap(z)=¢ =) lz”
b B B n>0 n!

Deren Konvergenzradius ist:
. (n+1)!
r= lim =00

n—oo n!

Das heif3t, die Exponentialfunktion konvergiert fiir jedes z € C
Das ist fancy ausgedriickt, fir ich kann jedes z € C in f(x) = e” einsetzten und bekomme eine Zahl
heraus, es gibt also keine Definitionslicken oder so

20.2 Folgerungen/Eigenschaften
e Esgilt: e -e¥ =e*Y, Va,yeC

e ¢+(0, VzeC

e ¢ = lim (14—5) , VzeC

n—o00o n

20.2.1 Beweis
The Proof will be available if you purchase the Winter-DLC of this Skript.
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21 Vektorgeraums

Ein Vektorraum ist definiert iiber einem Koérper K. Weiter noch ist ein Vektorraum eine Menge V,
die mit zwei Operationen vertraut ist:

e Addition +:V xV -V sodass (v,+,0) eine ablesche Gruppe ist.
e skalara Multiplikation - : K x V — V| sodass gilt:

— - ist kompatibel mit der Multiplikation x im Koérper

a-(B-z)=(axpf) xz,VeeV, a,fecK
— Das neutrale Elemtent beziiglich der Multiplikation in K, ist auch in V neutrales Element.
l-z=x
— - ist distributiv mit der Addition im Koérper und im Vektrraum V:
a-(z+y)=a-z+a-y, (a+p) z=a-z+p-x

Den Korper nennen wir nun Skalarkorper.

21.0.1 RP
Im D- dimensionalen Raum Rp = {z = (z1,...2p) | ,, € R}, sehen die Operationen so aus:
e Addition: z ={z1,...,2p},y={y1,..ypt=>x+y={x1+y1,.., Tp +Yp}
e S-Multiplkikation: Sei z € V, @inK, dann ist « -z = {ax1,...,azp}
Vekotraume sind abgeschlossen unter Linearkombinationen von Vektoren. Deswegen ist Begriff der
Basis sinnvoll.
21.1 Hamel Basis / Basis
Eine Hamel Basis eines Vektorraums ist eine Teilmenge B von V fir die gilt:

e Linear unabhéngig: (Ich kann keinen Vektor in meiner Menge B durch lienarkombnation von
anderen Vektoren in B darstellen.)

e FErzeugend: Also die Vektorren in B miissen durch Linearkombination jeden Vektor in V
darstellen kénnen. Also Span(B)=V.

21.2 Jeder Vektorraum hat eine Basis

Jeder Vektorraum hat eine Hamel Basis und alle Hamel Basen eines Vektorraums haben diegleiche
Kardinalitdt. Die Kardinalitéit einer Hamel Basis, heifit die Dimension des Vekorraums.

Ist die Dimension endlich, sagen wir nur Basis.

61



21.2.1 Beweis

You need to close your eyes, lay down and the listen to ”Winter” from OVERWERK. Then you’ll
never need this Proof.
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22 Endlich Dimensionale Vektorraume

In diesem Abschnitt sind alle Vektorrdume endlich Dimensional.

22.1 Austauschsatz von Steinnitz

Sei U und W endliche Teilmengen eines Vektorraums V, wenn U linear unabhéngig ist, und span(W)
=V, dann gilt:

e |U|<|W| Erinnere, mit || notierten wir die Kardinalitit einer Menge

o W' c W, mit |W'| =|W|-|U|, sodass span(UuW') =V

Im endlich dimensionalen Fall kénnen wir eine Basis bauen, indem wir die Basis eines Unterraumens
erweitern.

22.1.1 Beweis

The Reader should remember to drink more, especially in the Summer. After that one can think
about the Proof of this.

22.2 Unterraum

Ein Unterraum U ist eine Teilmenge von V, die mit den selben Operationen von V selbst wieder
einen Vektorraum bildet.

Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, dann gilt:
e Die Anzahl der Basisvektoren stimmen in jeder Basis von V iiberein.

e Jede Menge an linear unabhéngen Vektoren, deren Kardinalitdt gleich der Dimension des
Raums ist, ist eine Basis. Also wenn die dimension n ist, und wir eine Menge an lin.unab.
Vektoren haben, die n grofs ist, ist das eine Basis .

Auch Riickwerts, jede Menge, die den Raum V aufspannt und die Karidinalitdt gleich der
Dimension hat, ist linear unabhéngig.

e Jede Basis eines Unterraums lasst sich erweitern zu einer Basis des gesammten Raumes.

e Wenn U; und Us beides Unterrdume von V sind, dann ist U; n Uy auch ein Unterraum von V

Ein Operator A: X — Y, von zwei Vektorraumen heifit linear, wenn gilt:

A(azx + fy) = aA(z) + FA(y)

Oft schreiben wir anstatt A(x) einfach nur Ax.
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22.3 Kern und Bild

Sei A: X - Y ein lineare Operator auf einem endlich dimensionalen Vektorraum X, dann ist:

e Der Kern von A ker(A) = {x e X | Az = 0} also alle Vektoren aus X, die auf die Null
abgebildet werden

e Das Bild von A Im(A) ={yeY |3z e X, Az =y} also die menge, aller y’s , die von A
getroffen werden

Der Kern und das Bild sind jeweils Unterrdume!

22.4 Dimensionssatz

Sei A: X - Y ein lineare Operator auf einem endlich dimensionalen Vektorraum X, dann gilt:
dim(ker(A)) +dim(Im(A)) = dim(X)

Also die Dimension des Kernes plus die Dimension des Bildes, ergibt die dimension des ”Defini-
tionsraumes”

22.4.1 Beweis

Grab your Bicicle and go on a little tour throught your nearest forest. If you scream ” Abraxas”
tree times, then a squirrel will appear and give you the Proof.
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23 Normierte Ridume/Banach Riaume

Raume mit noch mehr stuktur sind Normierte Radume.

23.1 Norm

Eine Norm auf einem K-Vektorraum V, ist eine Funktion |- || : V - R, sodass folgendes gilt:
e |[v[>0und v =0 = v=0
o |az| =|a| |z|, Vae K,YVz eV
o |z+yl <z +]yl

Jeder normierte Vektorraum ist ein metrischer Raum, mit der Distanzfunktion d(z,y) = |z - y|

23.2 Banachraum

Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der Cauchy komplett ist.

23.2.1 Beispiel

Die Riume R? und C? sind normierte Rdume (sogar Banachriume) mit der p- Norm:

b\
Iz, = (Z |xu|p)
u=1

23.2.2 Beispiel 2:

Die Menge an beschrankten reelen oder komplexen Funktionen auf irgendeiner Menge,

B(X,]R):{f:Xe]R

sup|f(z)] = [ f]le < 00}
zreX
ist zusammen mit der Supremumsnorm ein Banachraum.

23.2.3 Beweis

The proof is left as an exercice to the Reader.

23.3 Separabler Raum

Ein Topologischer Raum X heifit seperabel, wenn er eine abzahlbare und dichte Teilmenge enthalt.
Also X enthilt eine Folge (z,,), sodass jede offene Menge mindestens ein Element dieser Folge
enthalt.

Dicht heifit wieder, dass zwishcen jeden 2 Punkten, noch ein punkt, dazwischen liegt. Allgemeiner
kann man das aber sagen als: Jeder Punkt in X ist entweder Teil der Menge, oder ein Randpunkt.
Gegeben sei also X als Topologischer Raum und eine Teilmenge von X, namens S, die dicht ist.
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Dann ist in einem seperablen Raum, jeder Punkt in X entweder in S oder ein Randpunkt von S. In
anderen Worten. Der Abschluss von S ist X:

S=X

Die Definition iibe die Folge ist nur eine andere Art die Dichtheit auszudricken. Egal welche offene
Menge (2.b. einen offenen e- Ball um einen Punkt ) man wdhlt, man wird immer ein weiteres
Element der Folge x,, (Also ein Element aus S) darin finden.

Kleines Beispiel von Bing:

Um das anschaulicher zu machen, stelle dir vor, du hast einen Teich (das ist dein topologischer
Raum X). Fin separabler Raum wdre so, als ob du eine Handvoll Steine in den Teich wirfst (das
ist deine abzdhlbare, dichte Teilmenge). Die Steine sind so verteilt, dass, egal wo du im Teich
hinschaust (das ware deine “offene Menge”), du immer mindestens einen Stein sehen kannst. Das
bedeutet, die Steine sind “dicht” im Teich verteilt.

Weiternoch kann ich das Video (und das danach) empfehlen:
Seperabler Raum Video

ScX

- ~X

\x J

Das ist quasi der Raum X mit der dichten Menge S als Teilmenge. Man muss sich hierfiir wirklich
mal das kongrete Beispile der Reelen Zahlen anschauen, die Reelen Zahlen in er Standtart Topologie
sind seperabel, weil sie die dichte Teilmenge Q enthalten. Und jeder Punkt x € R ist ein limitpoint
von Q. (Man erinnere sich an die Limitpoints und die Definition tber Dedekind Schnitte). Der
Abschluss Q ist eben auch R, wie wir in den vergangen Kapiteln gezeigt haben. Weiteres Beispiel
fiir die Definition “iber die Folge:
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ﬁr € Xz =, Yne [‘\B

_ y

T €S

Hier ist die dichte Folge S eingezeichnet, und egal welche offene Menge ich mir anschaue, werde
ich ein Element aus S finden. Bezogen auf das Beispiel der Reelen Zahlen, ist wieder Q die dichte
Teilmenge, aber wir denken uns die Rationalen Zahlen (da abzihlbar) einfach als eine Folge:

Ty = Q
Dann lasst sich auch schon sehen, dass ich zu jeder offenen Menge in R tmmer eine rationale Zahl
finden kann, die dadrin liegt. (Also dicht ist).
23.3.1 Second Countable ist seperabel

Ist ein Topologischer Raum ”second countable”, also hat er eine Basis, die abzahlbar ist, dann ist
der Raum auch seperabel.
Man baut sich dann die dichte Teilmenge, indem man einfach eine Element pro Basiselement wéhlt.

23.3.2 Banachraumbeispiele

Schauen wir uns den Raum aller unendlichen Folgen in den Kérpern R, C = K an, die beziiglich der
p-norm konvergieren, also:

2] = s1p Jo] < oo}
neN

n=0

lz], = (i |xn|p)” y oo}, (K - {<xn> ¢ K

EP(K):{x:(mn)eK

Da wir wissen, wenn 1< ¢ <p = |z|, < |z|, folgt, dass ¢ c (9.
Wen’s interessier, das folgt aus der Holder Ungleichung. Ziemlich fancy, gehort hier aber nicht
rein.

23.3.3 (P-Raume sind Banachriaume

Die Réume (P(K),| - |lp) und (¢*°(K),| - [e) sind Banachraume. ({P(K),| - |,) ist fir 1 <p < oo
seperabel. Im Fall p = oo ist der nicht seperabel.
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23.3.4 Beweis

Kiss your Butt, if you achieve this, the proof will be a trivial thing to to for you. (Tipp: A knife
helps a LOT).

23.4 Schauder Basis

Sei (V, K, | -|) ein Banachraum.
Eine Schauderbasis ist eine Folge (e, )nen, sodass es fir alle Vektoren im Banachraum Vz € V| es
eine Folge (ay,)nen gibt, sodoass gilt:

N oo
T = lim Z AnCp = Z AnCn
N=o0 270 n=0

Also wie eine Basis (das oben ist ja basically nur Linearkombination), nur das wir zulassen jetzt
auch unendliche linearkombinationen zu bilden.
Fiir eine Schauderbasis gilt weiterhin folgendes:

e Die Elemente in (e,) geordnet sein miissen, da sonst die Reihe (Linearkombination) nicht
bedingungslos konvergieren wiirde.

e Wenn {e,} eine Schauderbasis von V ist, dann gilt: V = u2  Span({eo,...,en})
e Eine Schauer Basis ist immer abzéhlbar und die elemente in der Basis sind lienear unabhéngig.

Die Rdume (P haben eine Schauderbasis gegebn durch die Folgen e,, mit den Elementen (e,,); = 0p;
Jede Folge x = (x,,) lasst sich schreiben als:

T = anen

n>0

Also eine Folge, deren Reihe zusammen mit den Basiselementenfolge zu einem Vektor konvergiert.
Wenn ich also in meiner Norm, die differenz meines Vektors x mit der Reihe die gegen Ihr kon-
vergiert bilde, so konvergiert diese DIfferenz gegen Null.
N
HJ? - Z xnenup > N-ooo 0

n=0

Weiternoch hat ¢£°° keine Schauerbasis

23.4.1 Banachrdume mit Schauderbasis sind seperabel

Wenn ein Banachraum eine Schauderbasis besitzt, so ist er seperabel. Aber nicht jeder seperable
Banachraum hat eine Schauderbasis.

23.4.2 Beweis

The Reader should go on and have a shit like Kimi Raikkonen. After that you will not be intereseted
in this Proof, hence it is not important.
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23.5 Lineare Operatoren
23.5.1 Lineare Operatoren und Stetigkeit

Ein Lineare Operator A:V — Y von einem genormten Raum in einen anderen genormten Raum,
also ein Operator A fiir den gilt:

A(ax + By) = aA(x) + BA(y), YVa,Be K =R(C), Yz,yeV
Dieser Operator ist stetig, genau dann wenn eine positiv reele Zahl ¢ € Ryq existiert, sodass:

[Av| <e|v|, VYveV

23.5.2 Bewelis

Open a bottle of Beer, then close it! Because you know that alcohol is a drug, that harms you.
You will need to be sober for at least 30Years to understand this Proof, therefore it is not necesary
to write it down.

23.5.3 Operator Norm

Wir definieren die Operatoren Norm, fiir einen Operator A als:

1A op. :inf{czo

| Av| < ¢|v]|, Vv e V}

Also das Infimum (kleinste) der Menge aller ¢’s, sodass fiir jeden Vektor gilt, das c-fache ist grofer
als das Bild des Vektors unter dem Operator A Aquivalente Aussagen sind:
Av
[ Allop. = sup [ 4] = sup |Av|
vev V] vevul=1

In endlich dimensionalen Fillen macht ein Operator A : X — X nichts andere als Vektoren zu
iibersetzte, drehen oder strecken.

[T 7

(Each Face: Parallelogram) ( Parallelepiped)

Bei einem Paralellepiped:

Dessen Seiten durch die Vektoren e; gegeben sind, wird durch ein A auf die Vektoren f; = Ae;
gemapped. Das Volumen des neuen Parallelpiped steht im verhéltniss zum urspriinglichen, ndhmlich:

Vol(fi,...fp) =det(A)-Vol(ey,...,ep)
Es gilt weiter:
[A(z) = A(y)ll2 < (maxx|A])|z - y[|2, wobei A Eigenwerte sind vony/AAf

Dabei ist At anscheinend die adjungierte Matrix von A.
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24 Funktionen

Im metrischen Radumen nutzen wir eine andere Definiton von Stetigkeit.

25 Stetigkeit

25.1 Das € - 6- Kriterium

Seien X und Y metrische Rdume. Eine Funktion f: X — Y heifit stetig im Punkt x € X, genau
dann wenn Ve > 0 gilt:

3be,z > 0, sodass d(z,y) < 0 = d(f(z), f(y)) <€

¢ & ist nicht nur von e sondern auch von x abhéngig. Wenn f im Punkt x stetig ist, schreiben wir
lim f(y) = f(=).

Eine Funktion zwischen zwei Metrischen Rdumen, die in jedem x € X stetig ist, heifit punktweise
stetig.

Intuitiv bedeutet die Bedingung der Stetigkeit, dass zu jeder Anderung ¢ des Funktionswertes, die
man zu akzeptieren bereit ist, eine maximale Anderung & im Argument gefunden werden kann, die
diese Vorgabe sicherstellt.

1

Veranschaulichung der € — §-Definition: fiir e = 0,5 erfullt 6 = 0,5 die Stetigkeitsbedingung.

25.2 Stetig ist punkweise stetig

Eine Funktion zwischen zwei metrischen Réumen ist stetig genau dann, wenn sie punktweise stetig
ist.
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25.2.1 Beweis

You will need a lot of experience with Balls if you want to understand this proof.

Your Ball-EXP-Level ist still to low. You need more. Come back later if you have more Experince
with Balls :=). e= D

25.3 Weiterfithrung, gleichmasig stetig, Lipschitzstetig

Fiir eine Funktion f: X — Y zwischen zwei metrischen Radumen. gilt:

25.3.1 Puntkweise Stetig

Wurde bereits definiert: Punktweise stetig ists dann, wenn:

Va,Ve> 030, : d(z,y) <d=d(f(x), f(y)) <e

25.3.2 Fortsetzung

Die Funktion f kann fortgesetzt werden im Punkt x, wenn eine Funktion f existiert, deren Defini-
tionsbereich x enthilt und im Punkt x stetig ist und fiir den Definitionsbereich von f gilt:

m:f(m)’vxex

Dabei ist X der Definitionsbereich von f.
Ich erweitere also nur meinen Definitionsbereich von f. Also sei g : [-m.7] = [-1,1], g(x) =sin(z),
soist h:R - [-1,1], h(x) =sin(z), eine Fortsetzung von g

25.3.3 Gleichmafige Stetigkeit

Die Funktion ist gleichméaBig stetig auf X, wenn fiir jedes beliebige Paar an Elementen aus X gilt:
Ve> 036 Vr,ye X :d(z,y) <d=d(f(z), f(y)) <e

Die gleichmafSige stetigkeit ist also eine globale eigenschaft der Funktion, waihrend die stetigkeit sich
immer auf einen Punkt x bezieht, gilt die aussage der gleichmdfligen stetigkeit fir jeden Punkt. Die
gleichmafige Stetigkeit geht dariber hinaus. Sie garantiert, dass wir fir jedes € > 0 ein globales
60 > 0 finden kénnen, sodass egal welche Stelle wir betrachten, die Funktionswerte innerhalb des
d-Intervalls um diese Stelle einen Abstand kleiner als € voneinander haben.

Anders ausgedriickt: Bei gleichmdflig stetigen Funktionen kénnen wir um jeden Punkt des Funk-
tionsgraphen ein Rechteck mit Héhe € und Breite 0 einzeichnen, ohne dass der Graph direkt ober-
oder unterhalb des Rechtecks liegt. D.h. fiir jede beliebig (kleines) e werden wir ein 0 finden, sodass
es nicht oberhalb/unterhalb des Kastens verliuft. Wenn wir ein solches 0 fir irgendein € nicht
finden konnen, so ist es nicht gleichmdfig stetig.
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Fxample :
e =10.5

6 =10.2

glx) = v

Diese Bild ist animiert, wenn man den richtigen pdf Reader hat, wenn die Boxen sich nach dem

anklicken des Bildes nicht bewegen, kannst du hier schauen:

Wikiwand Animation

25.3.4 Lipschitzstetigkeit

Eine Funktion heifit Liptschitzstetig, mit einer Lipschitzkonstanten L > 0, wenn gilt:

Va,ye X+ d(f(z), f(y)) < Ld(z,y)

Anschaulich gesprochen kann sich eine lipschitzstetige Funktion nur beschrinkt schnell andern: Alle
Sekanten einer Funktion haben eine Steigung, deren Betrag nicht grofSer ist als die Lipschitzkon-

stante
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Fir eine lipschitzstetige Funktion existiert ein Doppelkegel (weif), dessen Ursprung entlang des
Graphen bewegt werden kann, sodass der Graph stets auflerhalb des Doppelkegels bleibt.

25.4 Satz von Heine

Sei f: K - Y eine stetige Funktion auf einem kompakten metrischen Raum K in einen anderen
metrischen Raum Y, dann ist f auch gleichméBig stetig.

25.4.1 Beweis

Grab your Hair, and take a few strings of long hair out. If you have no long hair, you will need to
grab the next best persons hair and take a few strings. Then make yourself a tee and drink it. After
fully inhalng the tee, place the Hairstrings onto the Back of your sibling, if you have no sibling, get
one.

Then yoru sibling will have a time windows of about 3 minutes in which he or she is able to provide
the proof to you.

25.5 Gleichmaflige Konvergenz
Den Raum aller stetigen Funktionen von X — Y notieren wir mit:
C(X,Y)

Oft sind wir an den Folgen von Funktionen interessiert f,(z) und deren Limits f(z) = lim f,(x).

Also Folgen in C(X,Y).
Allerdings muss das Limit einer Folge von stetigen Funktionen nicht zwangsweise stetig sein.
7.B:

0, xz€[0,1)
fn:Rzo_)RZOa fn(x):xnv hm fn(x): 17 z=1 )
neee 00 z>1

)
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Wir sehen also f,, € C(Rx,Rs0) aber f ¢ C(Ryo

25.5.1 Punkweise konvergierend, gleichmisig konvergierend fiir Folgen an Funktionen

Seien X und Y metrische Raume. Die Folge an funktionen f, : X — Y konvergiert punktweise zu
f: X ->Y, wenn

Vo e X, lim fu(z) = f(z)

Also genauer:
VeeX,Ve>0, AN, ;: n> Ny, = d(fu(x), f(z)) <€

Diese Notation nennen wir punktweise konvergierend, weil N, , von x abhédngen kann.

Eine stiarkere Notation ist die der gleichméfigen konvergenz von f,, — f, wenn,
Ve>0,IN.: Ve e X,n> N, = d(fn(z), f(x)) <€

Weil N, nicht von einem Punkt x abhéngt, nennen wir das gleichméfige konvergierend.

Die Idee bei gleichméfBiger konvergenz ist, dass f,(z) sich iiberrall mit der selben Rate zu f(x)
ndhert. Wenn Y jetzt noch ein Banachraum ist, dann ist die gleichméaflige Konvergenz ident zur
KOnvergenz in der Supremumsnorm | - |

In der Definition sind die Qunatoren vertauscht, sonst sind sich diese ziemlich dhnlich. Der
Unterscheid ist also, dass bei der Punktweise konvergenz fiir alle x so ein N existiert, und bei der
Gleichmafligen konvergenz existiert ein solches N fir alle x. (Man stelle sich das so vor, im Fall der
Prktweise, kann ich ein fir jedes x (dass dan fest ist) ein N finden. Bei der gelichmasifiegen ist es
so, dass ich ein N finden muss(dass dan fest ist), sodass fir alle x, die durchlaufen, die bedingung
erfillt ist)

25.5.2 Beispiel:

Es sei 0 < g < 1 eine reelle Zahl. Die Funktionenfolge (f,,: [0, g] = R; = — a™), _y konvergiert fir i — oo

nel
gleichmaRig gegen die Nullfunktion f: [0, g] — E; @ — 0. Dafir ist zu zeigen, dass

lim sup |fa(z)] =0.

n—od me[u’q]
Jedes der fy ist auf [0, g] nicht-negativ und monoton steigend, also SUP,g[g,q |fn (%)| = ¢" und wegen g < 1 gent
dies gegen 0.

Die Angabe des Konvergenzbereiches ist hierbei unerlasslich: Die Folge f, {m) = z" konvergiert auf dem rechtsoffenen
Einheitsintervall [U, 1] zwar immer noch punktweise gegen die Nullfunktion, jedoch nicht mehr gleichmatig. Es gilt nun
SUPyeio,1) | fn ()| = L. insbesondere ist also

lim sup |fo(z)| =1 #0.

IO e [0.1)

Wenn ich das richtig verstanden habe, kann ich bei der punktweisen konvergenz mir ein = aus dem
Definitionsbereich der Funktionen nehmen und das in die Funktion und die folge an funktionen
einsetzten, und irgendwann ist das Limit der Folge an funktionen gleich dem funktionswert von
f(x), jenachdem welches x ich aber nehme, konvergiert meine folge f,(x), schneller oder langsamer
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gegen f(x), bei einer gleichmdfig konvergierenden Folge, ist es egla welches  ich nehme, und meine
folge fn(x) ndhert sich dem f(x) mit der selben geschwindigkeit, egel welches x € X .

Hier sieht man dann auch, warum die Quantoren in der Definition geswitched sind. In dem einen
Fall muss so ein N einfach existieren (also jedes x € X hat sein eigenes N, also seine eigene
”Geschwindigkeit” mit der es gegen f(x) konvergiert. Im anderen Fall haben jede x € X das selbe
N, also dieselbe Geschwindigkeit, wie sie gegen f(x) konvergieren)

25.6 gleichmaflige Konvergenz Theorem

Seien X und Y metrische Raume.

Wenn die Folge f, € C(X,Y) gleichméBig gegen f konvergiert, dann ist auch f e C(X,Y).

25.6.1 Beweis

Open up your brain and install a USB-C-Port, then connect yourself to a Computer and download
the proof.

25.7 Folgerung

Nehme eine Potenzreihe um die 0 mit dem Konvergenzradius r. Fir jedes ¢ < r konvergiert die
Potenzreihe gleichmé&Big in B,(0) und definiert somit eine stetige Funktion.

25.7.1 Beweis

Take a car and drive over your left forearm. If you manage to not scream, the Pain that build up
in a way that your Brain will overload and snap. After that snap you will see the Proof in front of
you, even if it is the last thing you will see.

25.8 (y(X,Y) ist ein Banachraum mit |- |

Wenn Y ein Banachraum ist und X ein metrischer Raum, dann ist der Raum Cp(X,Y’) beste-
hend aus beschrénkten stetigen Funktionen von X zusammen mit der Supremumsnorm || - ||es €in
Banachraum.

Wenn X kompakt ist, ist jede stetige Funktion auf X beschrinkt, also dann Cp(X,Y) =C(X,Y)

25.8.1 Beweis

Look into the Sun for at least 3 Hours straight. BE CAREFULL not to blink to often, more blinking
means more stress on your eyes and therefor could be harmfull.
After at elast 3 Houers, could be more though, you will start to see the proof in the Sun.
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26 Stetige Funktionen mit einer Variable

Wir fokusieren und auf den Fall R - R. Bemerke: Eine FUnktion f ist stetig auf dem geschlossenen
Intervall [a,b], wenn es stetig auf dem offenen Intervall € (a,b) ist. und die Limits an den
Endpunkten existieren, also lim f(z) = f(a) und hH}l, f(x) = f(b).

TNa x/

26.1 Zweischenwertsatz

Stetige Funktionen springen nicht zwischen Werten.

26.1.1 Definition

Sei f:[a,b] - R eine stetige Funktion. Dann ist f([a,b]) ein Invervall, fiir welches gilt:

[min{f(a), f(b)}, maz{f(a), f(D)}] c f([a,b])

Das heifit jeder Punkt zwischen f(a) und f(b) wird von irgendeinem z; € [a,b] angenommen.
Aquivalent dazu kann man sagen:

Fiir jedes t € [0,1] Jc € [a,b]; f(c)=tf(a)+ (1-¢t)f(b).

26.1.2 Beweis

Go to www.sherm.fun, buy a sherm (or more), place it somewhere cool, upload the coordinates and
the picture to the site (sherm.fun) and then write an email to proof@sherm.fun. Whithin a few
days you will be rewarded with the proof.

26.1.3 Folgerung

Sei I c R ein Interval, wenn f:I - J = f(I) c R ist strikt monoton und stetig auf I, dann ist f eine
bijektion zwischen I und J. Dann ist J ein Interval und f~! ist strikt monoton auf J.

26.1.4 Beweis

The Reader should consult a Therapist if this Proof is desired.

26.1.5 Weitere Definitionen

e lim f(z)=L, wenn Ve, Jy; y>x = |f(x)-L|<e

e lim f(x)=o00, wenn VL,35; |z —x0|<d = f(z)>L

T—To

e lim f(z) =00, wenn VL,3y; 2>y = f(z)>L

Tr—>00
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26.2 Exponentialfunktion
26.2.1 Eigenschaften

Eingeschrankt auf reele Arguemnte ist die Eponentialfunktion monoton, stetig und Surjektiv auf
Rso

Es folgt, das die Expontentialfunktion ein INverses hat, welches strikt wachsend und surjektiv ist.
Wir nenne diese Funktion den natiirlichen Logarythmus:

n:R, - R, In(z)=y, e=x

Es folgt weiter:
e1e¥? = e¥1Y2 folgt  In(wyw2) = In(z1) + In(x2)

Und nochmals weiter kénnen wir endlich irrationale Exponenten definieren:
VaeR,zeR, z%=en@

Ab hier fange ich iibrigens an ” Theorem” durch ”Hot Take” zu ersetzten, weil lustiger

26.3 Extremwert Hot Take

Stetige Funktion auf kompakten Mengen nehmen ihre Extrema an. Bemerke, dass das Supremum c
von jeder Teilmenge S ¢ R kann kein innerer Punkt von S sein, da fiir jedes €, B.(c) = (¢c—€,c+¢€) ¢ S,
da kein Element in S grofer als c ist.

Das Supremum ist also entweder:

e cin isolierter Punkt von S (und gehort zu S)
e cin Limit Punkt von S (dazugehérend oder nicht)

Tatsédchlich ist jeder Punkt in S ist entweder isoliert oder ein Limit Punkt von S.

Da S eine Teilmenge der Reelen Zahlen ist, ist ein x € R etnwedere ein limit Punkt (reele Zahl)
oder ein isolierter Punkt (rationale Zahl). Ich weiff ned wie korrekt diese annalogie ist, aber es hilft
vllt. zum vorstellen.
Wenn c nicht in S liegt, ist ¢ ein Limit Punkt.

Da fiir jedes €, ¢ —e— nicht das Supremum von S ist. Daraus folgt:

B.(c)nS=(B.nS)\{c} #+ @ = c ist ein Limit Punkt.

26.3.1 Extremwert Hottake Definition

Reele Funktionen die auf kompakten Mengen stetig sind, nehmen ihr Extrema an.

Also fiir jede stetige Funktion f : K — R mit einer Kompakten Menge K, existieren z,,,z, € K,
sodass f(2,,) =inff(K) und f(xn,) = supf(K).
26.3.2 Beweis

To obtain this proof you will need to go on a Date with Captain Joni, talk to him and play a round
of the bloody knuckles coin game. If you win you’ll get the proof. (Its easy to win), but if you lose,
Captain Joni gets your Soul.

7



26.3.3 Fundamental Hot Take der Algebra

Jedes Polynom P(z) = a,2" +ap_12" " +.... + ap mit Komplexen Koeefizienten ag, ...., a,, € C nimmt

seine Nullstellen in C an. Bzw. zerfdllt komplett in Linearfaktoren .

26.3.4 Beweis

This proof is to long to comprehend anyway, your tiktok and reel Brain couldnt concentrate for
this amout of time without a subwaysurfer gameplay video.

26.3.5 In endlichen Dimensionen sind alle Normen equivalent?

Fiir jede zwei Normen |- |, und |- |, auf endliche Dimensionalen Banach Riumen V (also RY oder
CN) gibt es zwei Konstanten C, Cy, sodass:

Cillzlo < [zfa < Cofx]

26.3.6 Beweis

My dead Grandpa will tell you the next time you will see him. But i guess by then its not Important
for you anymore.
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27 Differenzierung in einer Variablen

Die Ableitung einer Funktion beschreibt wie die FUnktion sich verhalt wenn ein Argument verdndert
wird. Eine Funktion h ist stetig im Punkt ¢, dann schreiben wir: lim h(z) = h(zg)
Tr—xo

27.0.1 Ableitung

Sei f:R -V, fiir V ein Banachraum (V, |- |). Wir sagen f ist differenzierbar im Punkt xo, wenn
die Funktion %ﬁ%) von X, stetig erweitert werden kann im Punkt x = xg.

Also im Punkt xq stetig erweiterbar
In diesem Fall schreiben wir:

f(z) = f(z0) i(%) ' (x0)

f(z0) = Z—f(xo) = lim ——~—~ (Ve7 36;sodass|z — 2| < 6 = Hf(x)_
T x T —

i
—Zo T — X0

2

Wir nennen f'(x¢) die Ableitung von f im Punkt .
Wir nennen f differenzierbar auf dem Intervall I, wenn es an jedem Punkt x, € I diffbar ist.
f heifit stetig diffbar, wenn f'(x¢) eine stetige Funktion ist.

Den Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen zwischen R und V, notiren
wir mit C'(R, V).

Bemerke, dass f(z) - f(xo) ein Vektorn in V ist, und ﬁ ein Skalar. Also ist f'(z) auch ein
Vektor in V.

Wir notieren nun ey, als Basis von V, dann ist f(z) =Y. fu(z)er und f'(z) =Y. fi(z)ex.
k k
Noch habe ich nicht ganz nachvolllzogen was der Bre mir damit sagen will.

27.0.2 Mittelwert Ungleichung

Sei f:[x1,22] = V eine stetige Funktion auf [x1,x2] und diffbar auf (x1,x2) Es gilt:

[f(z2) = f(@1)| < |za =21 sup [ ()]

xe(z1,T2)

Also der Wert der steilsten Anderung multipliziert mit der Differenz der gréfiten/kleinsten Fingabe-
werte ist immer grofer gleich, der Norm der Differenz der f(x;) Vektoren, wobei x;, wieder die
grofsten/kleinst maoglich eingabe ist.

27.1 Der Fall f:R—->R

Reele Funktionen mit einer Variable.
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27.1.1 Extrema, Roll’s Hot Take, Zwischenwert Hot Take
Sei f:[x1,22] = R, fist stetig auf [x1,z2] und diffbar auf (x1,z2)
¢ Extrempunkte: f hat einen lokalen Extrempunkt bei zq € (x1,22), wenn f'(x9) =0
e Roll’s Hot Take: Wenn f(z1) = f(x2), dann existiert ein x € (z1,23), sodass f'(z) =0

o Mittelwert Hot Take: 3z ¢ (z1,25), sodass £Z2=1(1) — pr(4)

T2—x1

lJ; '!?

Secant

y=f

Tangent at ¢

a c b

-

27.1.2 Bewelis

Listen to your heart and think very very cleary about it. Then google it.

27.1.3 Konvexitiats Kriterium
Sei f:[x1,22] = R, f ist stetig auf [x1,22] und diffbar auf (z1,22) Dann gilt:
e f ist monoton steigend genau dann, wenn f’' >0

e Wenn f zweifach diffbar auf (x1,z2) ist, ist f convex, wenn genau dann, wenn f”(x) >,V €
(71, 72)

27.1.4 Bewelis

Text Captain Joni your favorite Metal Band, and he will send you the Proof.
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27.2 Eigenschaften von Ableitungen

e Leibnizregel Sind f und g im Punkt x¢ diffbar, so ist es auch deren Produkt.

Produktregel: (f-g) (xo) = f'(x0) - g(xo) + f(20) - g’ (x0)

e Kettenregel Wenn g diffbar in z ist und f diffbar in g(x), dann ist auch deren Komposition
diffbar in g

Kettenregel: (fog) (xo)=(f"o9)(x0) g (x0)

e Wenn f = Z cpx” eine Potenzreihe ist mit dem Konvergenzradius r > 0, dann ist Z nepx’”
n>0 n>1
eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r und die Summe der Reihe ist f'(x).

1

27.2.1 Regel von L’Hopital

Seien ¢ und L € R oder (+o0). Sei weiter I ein Intervall mit ¢ € I. (Wenn ¢ = oo, dann ist das
Intervall einfach offen).
Seien f,g:I — R diffbar auf T (except possibly at c), sodass ¢g'(z) # 0 (except possibly at c).

/
Wenn lim f,(:c) =
v=e g'(x)
Und entweder lim f(x) = limg(x) =0
T—C T—cC
oder lim |g(z)| = o0, dann ist auch:
im £ -
v=e g(x)

27.2.2 Bewelis

Write an E-Mail to Mr. Wassermann from the Universaty of Heidelberg and complain about the
poor Data Privacy at the Universaty. If he ignores you (which he usualy does) then you won the
Proof.

27.2.3 Tayler Reihe

Sei f: R — R eine stetige Funktion auf einem geschlossenen Intervall und k+1 - mal diffbar sein
auf dem offenen Intervall von x bis a, dann existiert ein & zwischen x und a, sodass:

1

(k " 1)! (l‘—a)k+1fk+1(§)

F(@) = F(@)+(@=0) /(@) o (e-a) f (@)t (o) D @)+ Ree), Re) =

wobei f(¥) = %(a) ist die k-te ableitung von f am punkt a.

Allgemeine Schreibweise von Taylor:

n (k) a
T.f(z;a) = Yk=0 L k!( )(3j - a)k
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27.2.4 Beweis

Listen to Mongolian Metal, ease your Mind, take a shower. And sit down and write the proof
yourself.
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28 Differenzierung in Banachraumen

Im Fall von F : X — Y, wobei X|Y Banachrdume sind, ersetzen wir die Notation der Ableitung
durch die des Differentials.
28.0.1 Richtungsdifferential (Gateuax)

Seien X,Y Banachrdume und U c X eine offene Teilmenge und F': U - Y.
Das Gateaux differential von F an der Stelle x € U in die Richtung h € X ist DF(:,-):Ux X > Y:

 lim F(z+th)-F(z) d

DF(x,h) lim ; = aF(az +th)

=0

Wenn das Limit fiir alle h € X existiert, sagen wir das F Gateaux diffbar ist.

Wenn X ein Reeler Vektorraum ist, nehmen wir das Limit fir t € R, wenn X ein Komplexer
Vektorraum ist, dann wird t zur Null auf der Complexen Ebene geschickt.

An jedem Punkt z € U ist die Gateaux differential homogen, es gilt also:
DF(z,-): X - Y, DF(z,av)=aDF(z,v)

Allerdings ist diese Funktion nicht umbedingt linear. In endlich Dim. Féllen kann es sein, dass sie
Linear aber unstetig in x ist.
DF(z,v+w) #+ DF(z,v) + DF(z,w)

Das Gateauz-Differetial misst also dhnlich wie im eindimensionalen (das was wir aus der Schule
kennen) die Variation der Funktion, wenn wir uns ein kleines Stick bewegen. Allerdings bewegen
wir uns beim Gateauz Differential nun entlang eines bestimmen Vektors (einer Richtung also.) Es
ist die beste lineare Ndiherung an dem Punkt xo in die Richtung h. Man kann sich das bei einer
Zweidimensionalogen Funktion (also F(x,y)) gut grafisch darstellen.

Dazu nehmen wir F : R? - R, diese Funktion frisst also zwei Zahlen und spukt uns eine aus. Wenn
wir den Graphen dieser Funktion betrachten, also fur alle z,y-Paare, deren Funktionswert auf der
z-Achse eintragen, bekommen wir einen schénen 3D-Plot.

Dieser konnte so aussehen:
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Dabei schauen wir uns jetzt einen Punkt xg = (x1,y1) an. (Also der Punkt besteht aus aus dem Input
x1,y1 und gibt uns F(x1,y1) aus. Und weiter schauen wir uns den Vektor h an. Wichtig: Man
muss beachten, dass h nur ein 2D Vektor in der x-y Ebene ist. Also wir konnen hier keinen Vektor
mit z-Komponente betrachten, da es diese Richtung fir die Funktion F gar nicht gibt. Erst der Graph
der Funktion, der nur zur Veranschaulichung da ist, bringt die z-Komponente mit. Deswegen habe
ich h nochmal im Ursprung eingezeichnet.

”Schreiden” wir den Graph jetzt entlang des h Vektors auf, erhalten wirn eine Kurve: Die blaue
Linie:

Betrachten wir die Blaue Linie jetzt einfach als 1 Dimensionale Funktion (wie in der Schule) ist
die Ableitung (Das Gateaux Differential) einfach die Tangente (Steigung) im Punkt xq. Also die
grine Linie.

Der Grenzwert kann beim Gateauzr Diffenretial fir einige hs existieren und fir andere nicht. Im
unendlich Dimensionalen passiert das ofter, dass es das Gateaux diff in manche Richtungen nicht
gibt.  Beispiel dazu Man nehme die Funktion:

ZES
F:R? >R, F(x,y) :{ s V(@y) #(0,0)
o 0 wenn(x,y) = (0,0)

Diese sieht btw. so aus:

,;;/.\\74 g X

84



Diese ist an der Stelle xg = (0,0) nicht Gateauz Diffbar., denn betrachtet man sich einen beliebigen

Vektor in R?, also (h,k) € R?, so ergibt sich fiir das Gateauz Differential:
fxzo +th) - f(zo) f(th,tk) - f(0,0) . t2h3k
: t 10 t3(h4 + 12k2)

DF(xzo;h) = Ilin(% = DF(0,0;hk) = Pn%
An den Potenzen von t kann man bereits erkennen, dieser Grenzwert existiert nicht, sondern geht
fiir t = 0 gegen unendlich.

28.0.2 Frechet Differential

Seien X,Y Banachrdume und U c X eine offene Teilmenge und F': U - Y.
F heift frechet- ableitbar in € U, wenn es einen beschrinkten linearen Operator A : X - Y gibt,
sodass gilt:

| F(z+h) - F(x) - Ahl,

im =0
Ihl=~0 IR 2

Wenn A existiert ist es einzigartig und wir schreiben auch A = dF(x) = dF|,

F heifit Frechet stetig diffbar in U oder C!, wenn das mapping = + dF(z) von U zum beschriinkten
linearen Operator von X — Y, also in B, (X,Y") zusammen mit der Operator Norm, stetig ist.

Wenn der Definitionsbereich von F gleich Rist, reduziert sich die Frechet Differential zur normalen
Ableitung.

Also dF|; : R = Y ist ein lienarer multiplikations Operator v » dF|,v = F'(x)v welches ein Vektor
inY ist.

Das frechet Differentail ist die Verallgemeinerung der Ableitung in Banachrdumen.

Mainly geht es darum einen linearen Operator (also noch eine Funktion von X - Y ) zu finden, die
die beste Lineare Néiherung ist. Was meinst das?

Man stelle sich eine Funktion F wvor, die irgendeinen Qutasch mit den Inputs macht, F ist nicht
Linear sondern verhunzet unsere Inputs. Wenn man sich das als Transformation vorstellt konnte
das so aussehen mit der Beispielfunktion:

f(x,y) = [ ©+sin(y) ]

y +sin(z)

does to points th{
neighborhood off|




Oben rechts ist der Punkt (-2,1) immer rangezommed dargestellt. Man erkennt: Die Umgebund des
Punkts verandert sich rangezommed recht linear. Diese Lienare Approzimation suchen wir.

Die Formel:
|F'(z +h) - F(x) - Ah|,

=0
I]s—0 | A2

stellt nun sicher, dass wir die beste Lineare Approximation haben, denn wir lassen die Norm un-
seres Vektors h nach Null laufen, das heifst kongrekt, wenn der ganze Ausdruck null werden soll,
dann muss der Zdhler "schneller” / 7starker” zur Null werden als der Nenner. (sonst wirde am
Ende nicht Null rausbekommen), wenn wir uns nun die Norm im Raum Y anschauen, und den
Funktionswert von F von (xg+ h) anschauen und davon den Funktionswert F(xo) abziehen, dann
"bleibt” als Linge nur noch das Bild des Vektors h, also F(h), wenn unser Operator A, der auch
einen Vektor aus V nimmt und ihn nach W mapped, nun die beste lineare Approzimation ist, dann
muss die Norm,, fiir F(h) — A(h), schneller gegen Null gehen, als h gegen Null geht. Das geht nur
wenn das Bild von F und A, weitestgehend tbereinsimmen.

Siehe hierzu das gute Yt Video:
Gutes Video zu Frechet
Gutes Video zu Jacobi

28.0.3 Kettenregel

Seien X;Y;Z Banachraume, und U c X eine offene Teilmenge: Weiter sei F': U - Y frechet diffbar
in xg € U, Weiter sei V c Y, mit F(zg) € V eine offene Menge und G : V — Z eine frechet diffbar
Funktion in F'(z¢).

Dann ist G o F' auch frechet diffbar in xq, also:

d(G o F)|w0 = dG|F(zo) o dF|$0 € BOP(X,Z)

Man erkennt, es ist die ”gewohnliche Definition” von Kettenregel, nur dass wir anstatt zu multi-
plizieren jetzt noch eien Komposition bilden. Weifs der Geier warum. Wenn mans rechnen muss,
ist das gleich zum Produkt der Jacobiematrix.

Jreg(a) = Jy(g(a))Jy(a),

28.0.4 Beweis

Get your Head stuck in the washing maschine and scream for your step-bro to help you. When he
arrives he will present you the proof.

28.0.5 Gateaux vs. Frechet

e Wenn F an der Stelle zq frechet diffbar ist, dann ist F an dieser stelle auch Gateaux diffbar
und die beiden Differentiale stimmen iiberein. DF(xg,v) = dF|;,(v). Die Riickrichtung ist
nicht immer Richtig, da das Gateaux differential nicht lienar sein konnte.
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https://youtu.be/52AtbAkQ6MU?si=1QDKhHr2SXuc_Q_z
https://www.youtube.com/watch?v=bohL918kXQk&t=334s

e Wenn F Gateaux diffbar im Punkt xzq ist und das Gateaux Differential D F'(x, ) ein beschréankter
linearer Operator im zweiten Argument fiir x ist (In einer Umgebung von z() und weiter das
Mapping X — B, (X,Y), « » DF(z,-) stetig ist im Punkt xo, dann ist F stetig frechet
diffbar in o und es gilt: dF|,, = DF(zo,").

28.0.6 Generele Mittelwert Ungleichung
Eine Teilmenge K eines BanachRaumes (oder Vektorraum) heift Konvex, wenn
Vo, 20 € K und t€[0,1],gilt (1-¢)z +txg e K
Sei U c X, und F:U - Y eine stetig diffbare FUnktion auf U, gilt fiir jede zwei x1, 22 € K, wobei

K eine convexe kompakte Teilmenge von U ist:

|F(22) - F(a)] < (S“}z ||dF|m|op.) —
€
Wobei das Supremum endlich ist, weil K kompakt ist.

28.1 Inverse Funktions Hot Take

28.1.1 Beschranktes inverses Hot Take

Sei A: X - Y ein bijektiv beschrénkter linearer Operator von einem Banachraum in einen weiteren.
Dann hat A ein Inverses A~ und A~! ist linear.

28.1.2 Beweis

Go drink some Water, you havent drank in a long time. And especially in the Summer in Heidelberg
you need a lot of Woa.

28.1.3 Inverses Funktions Hot Take

Sei X und Y zwei Banachrdume, U c X eine offene Teilmenge von und sei F': U — Y eine stetig
diffbare Funktion auf U. Fiir jedes g € U, sodass dF',, invertierbar ist, existiert eine offene Menge
Vo €Y, sodass F(zg) € Vy und eine weitere offene Menge Uy € X gibt mit xg € Uy, und eine stetig
diffbare Funktion G : Vj — Uy, sodass insgesamt gilt:

F oG =idly,, GoF =idly,und fiir ,z € Uy,dG|p(, = [dF|,]"

Eine Funktion zwischen zwei Banachrdumen, die stetig diffbar ist und das Differential nicht ”de-
generativ ist” hat eine stetig diffbares Inverses.

28.1.4 Beweis
Ask Gurau.
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28.2 Der Fall: F:RN - RM

Erinnere:

Wir haben den Dualraum von V mit V* notiert. Dieser ist ein Vektorraum mit allen Funktionalen
von V in seinen Kérper. Also ¢ : V K mit p(az + By) = ap(z) + Be(y) zusammen mit den
Vektorraumoperationen:

o (p1+p2)(7) = p1(z) + pa(x)

o (ap)(z) = a-p(x)

Wenn die Dimensionen von V endlich ist und die Basis in V gegeben ist mit B = {ey,...,en }, dann
besteht die Duale Basis in V* aus den linearen Funktionalen A, definiert mit:

N (e;) = 0] also N (Z vzei) =7
i=1
Die duale Basis besteht also aus den Funktionalen, die fir genau einen Basis vektor in V eine 1
ausgeben und fir alle anderen 0. Das heif$t eben auch, wenn wir ein Basisvektor im Dualraum auf
einen Vektor im V-Raum anwenden, bekommen wir genau den j-ten Koeffizienten der Linearkom-
bination, also der Darstellung des Vektors in V

M

Wir notieren nun die Elemente in RM mit y = Zy-7 fj, fiir eine Basis {f1,...., far}, wir notieren die
J1

Basiselemente im Dualraum mit

p i RM >R,y (f;) =67, dann ist 4/ (Zy’fi) =2y (f) =20 =y
=1 i=1 =1

Da p ein lienare Operator ist, ist das Frechet Differential von pf = du?|,, = p/. Fiir jede Funktion
F:RY - RM mit der Basis B = {e1, ...,en} schreiben wir:

N M
F(Z :z:lei) = Z FJ(:El, ...,xN)fi
i=1 i=1

Wobei F7 die Komponenten von F sind.
Die FUnktion F ist Frechet diffbar im Punkt xo, genau dann wenn F7 : RY — R alle frechet diffbar
in g sind. Da die Summe von Frechet Diffbaren Funktion wieder frechetdiffbar ist.
Weiternoch wenn F Frechet diffbar ist und z7 ja eh Frechet diffbar ist, folgt, dass F7 = pu? o F ist
Frechet diffbar und es gilt:
dFj|Zo =d(p’ o F)lay = o dF]g,
N

Sei nun ein Vektor z = Z z'e; e RV, so definieren wir uns die partielle Ableitung:
i=1

J . .
BF (.To) =DF (Io,ei) = iFJ (SCO + t61)|t:0
ox* dt

Partielle Ableitungen sind also nur Gateaux Ableitung entlang den Basisvektoren.
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Wenn F Frechet diffbar ist, gilt:

oFJ

ox'
Das Frechet Differential ist dann ein Linearer Operator dF|,, : RY - RM dessen Matrix Elemente
wie folgt aussehen: (hier ist A* die zu e; duale Basis):

(z0) = dF7 |5, ()

M N o ) ) . OF7
dF|lD0 = Z ij(dFLEo)g)‘Z? wobei (dF|$0)z = :uj(dF|9:o(ei)) = dF]‘Io(ei) = 87(1:0)
:1:74

j=1li=1

Also ist die Matrix des Frechet Differentials dF|,,v = Jp(xzo)v, die M x N Jacobie Matrix:

1 1
Gt (z0) GO0

JF(:,E()) = Mf Mf
(@) - FEx(20)

28.2.1 Im Endlich Dimensionalen Fall: stetig Gateaux diffbar folgt frechet diffbar

Sei U c RN, F: U —» RM,
Wenn F7 alle stetig partiell diffbar in U sind. (Also diffbar in alle Richtugen von RY und in allen
Punkten in U), dann ist F auch stetig Frechet diffbar in U.

28.2.2 Beweis

Build yourself a Submarine and dive with it to the Titanic, if you make the Trip without imploding,
the Proof will be visable at the Front of the Titanic.

28.2.3 Beispiel:

Betrachte die Funktion: F : (0,7) x (0,27) - R3:
cosfgcospg  —sinfysinpg Vo
F(Oeg+pe,) =sinb cos ¢ fr+sinfsin ¢ fo+cos 0 f3, dFg, ., (V) = | cosbpsingy  sin by cos o .(V“")
—sin 90 0
Hier mapped jetzt dF|g,,,, den zweidimensionalen Raum tangential zu (0,7) x (0,27) am Punkt
(00, 00) auf den zweidimensionalen Teilraum von R? tangential zu der Sphire an dem Punkt

F(907<,00)~

28.3 Hot Take der Impliziten Funktionen

Sei F: U c RN*MRM ¢ine stetig diffbare Funktion und sei zy € U eine Losung fiir die Gle-
ichung F'(zo) = 0, sodass dF|,, maximalen Rang hat dim(Im(dF|.,)) = M. Wir kénnen nun
Parametrisieren: RV = {(z,y)lz e RN |y e RM} | 24 = (20,0) und:

apl -1 e 9
%(-’"n:?}u} %r[-fu-!ftl) ',]T(I'fh!:fﬂ) :)_.,u('-l'ﬂ-ﬂﬂj

dF = : ) : :
|(m'y“) aFM dEM aFM OF
Bt (zo.w) -+ Ery (zo,70) ENG (ro.wo) - 5

l = [‘31 F|(.|....y..)“d‘ﬂ(:ru-v")] '

M
e (zo.10)

89



Dabei ist d, F|(4,,y,) invertierbar.

Dann exisieren offene Mengen Xy,Yp, sodass g € Xo ¢ RN, yo € Yy ¢ RM, Xy x Yy ¢ U und eine
stetig diffbare Funktion: f: Xy — Yp, sodass:

V(Z‘,y)EXOme F(C(,‘,y)=0©f($(})=y
Also F(0)™r n(XoxYy) = {(x, f(x)),z € Xo}, weiternoch F(z, f(z)) =0 gilt:

A Fl(z,f(z)) + AL F |z, £ (2))dfle = 0

Nehmen wir uns mal den Einheitskreis als Beispiel, diesen kénnen wir nicht als Funktion f(z)=y
darstellen. da es zu einem x immer zwei y gibt, aber wir konnten uns einschranken auf nur einen
Teil des Definitionsbereichs und Wertebereichs, (z.b. das Quartal oben Rechts) und dort dann eine
Funktion aufstellen, die nur noch von x abhdngt.

Der FEinheitkreis ist die Menge an Punkten die die folgende Bedingung erfillt: z° + y? = 1, das
kénnen wir aber auch als Funktion schreiben: F(x,y)=2%+y?>-1=0

Wir betrachen jetzt also Funktionen F(x,y) = 0 und schauen uns an fir welche Punkte der Losungsmenge
dieser Funktionen wir eine implizite Funktion finden kénnen.

Gegeben muss dann immer ein Punt der Lésungsmenge sein, oder man muss sich einen Aussuchen.
Dann schaut man sich die Raumdimension an, in die die Funktion abbildet, wenn es von R? - R?
geht, dann ist m = 2 und n = 1, also muss man die Matrix, bis zum m-ten glied aufstellen. In den
Meisten Fallen wird m = 1 sein, und die Matriz wird nur eine 1zl Matriz. (also zumindest die,

die uns interessiert, also die mit den m-anteilen)

Dann bildet man das frechet Diffentiel der Funktion an dem Punkt den man als Losungspunkt
gegeben hat und schaut sich die Matriz, der m-ten dimensionen hinten an, wenn diese Invertierbar

ist, so gibt es eine Umgebung von dem Losungspunkt, die wir implizit darstellen kénnen.

Mit y=+/1-22

28.3.1 Beweis

Take part in the MathPhysInfo Fachschaft and help where it brings you joy. After a while a guy
named $[importNamehere] will apear and fortell you the proof.

28.3.2 Verstandnisslink

Wer sich nicht nur fiir die Definition interessiert, sondern das auch gerne verstehen will:
Youtube Video

28.3.3 Guraus Beispiel

Nehmen wir die Funktion F(x,y,2) = 22 + y* + 22 - 1. Fiir die Gleichung F(z,y,z) = 0 nehme wir
nun mal die Losung (xo, Yo, 20) = (0,0,1) Also ist:

dF|07071 = [21‘ 2y | 22]0’071 = [0 0 | 2]
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https://www.youtube.com/watch?v=g3MZk_5cquA

Da der "M”-Teil der Ableitung, also dF\|p01 = 2 und damit # 0 ist, ist der Teil invertierbar.
Und in der Umgebung von (xo,y0) = (0,0) ist eine Losung fiitr F(x,y,2) gerade die Funktion

z(x,y) = /1 - 2% —y?, welche stetig diffbar ist und es gilt:
4 F @, @) + (@, f(2))dfle = 0
Also hier speziell:

—-x

-z
2$2yw z(x +2Za: z(x :0
[ ] ,2(2,y) (2] ,4( ,y)[\/l_xg_yg \/l_mg_yg]m’y

Der Naive Leser wird denken ( und ja Gurau fronted dich hier in seinem ”Skribd” ) , dass man
trotz 9,F(0,0,1) = 0, die Funktion fiir x aufstellen kann mit = /1 - 22 - y? fiir (y,z) fiir eine
Umgebung von (yo,20) = (0,1). Das ist aber Falsch, da diese Funktion nicht fiir z > 1 definiert ist,
und damit schon gar nicht stetig diffbar ist.

28.4 Der Fall RY - R

Wir schrinken uns nun auf Reelwertite Funktionen ein F : RY — R. Wir notieren die partielle

Ableitung mit DF(xg,e;) = 35 (z0) = 0; F (x0)

28.4.1 Kommutation der partiellen Ableitungen

SeiU - RN, F:U - R, sodass 9, F , 0;F und 0;0; F existieren und das 0;0;F stetig im Punkt xg,
dann exisitert auch ein 9;0;F, sodass gilt:

0:0;F = 0;0,F

Also wenn stetig im Punkt xo, dann kommutieren partielle Ableitungen. Es ist also egal ob man
zuerst nach x oder nach y ableitet.

28.4.2 Bewelis

Give up, resign, quit, and do what you love to do (it can’t be reading this).

28.5 Kritische Punkte

28.5.1 Extrempunkt Kriterium

Sei X ein Banachraum und U c X weiter sei F': U — R frechet diffbar in U.
Wenn 1z € U ein lokales Extrema ist, dann ist dF|,, =0

28.5.2 Beweis

Don’t drink and derive.
Text me your favorit Book Genre.
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28.5.3 Hesse Matrix oder so

Sei U c RN, F : U - R, sodass alle seine partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k existieren und
stetig sind, so schreiben wir F e C¥(U,R)

Eine solche Funktion ist Frechet diffbar und es gilt:

OF
ozt

N N
dF|I0 ('U) = Z;vldF|Io (61) = ;Uz (iL’o) = DF(x07v)

Was das meint ist, wir haben das Frechet differential an der stelle © und multiplizieren darauf jetzt

einen Vektor v, (von mir aus A-v), dann ist das ident zur gateauz ableitung an der stelle x mit
dem richtungsvektor v

Bemerke, dass das Mapping  — dF)|, ein Mapping von einem Raum X in den Banachraum der
beschrénkten linearen Operatoren ist. B,, (X =R™, Y =R).

Wenn dieses Mapping Also die Zuordnung eines Punktes zu seinem jeweiligen Frechet Differential
selbst frechet diffbar ist, dann ist das neue Frechet differential d? F|,. ein beschrinlte lineare mapping
von X — Bop (X,R) Also v = dF|,;(v)(-), dazu dquivalent ist eine billienarform von X — R.

N N
A Flag (v,1) = A(dF oy (u))]ag (v) = 3 w'v? d(dF g (€0) ] () = 3 u'v?9;0;F(X)

ij=1 ij=1

dabei ist 0,0, F (x), die reele symmetrsiche Matrix von partiellen Ableitung zweiten grades von F
sind. Man nennts die Hesse Matrix.

Die Hesse Matrixz sieht wie folgt aus:

o? o? o?
) 6x1('2)z1 (LL') Ox10x2 ({E) aajlégwn ((E)
9 9 9
Hf(CU) = ( s (l')) Ox2011 ('r) Ox2012 (I) " 9z, 0z, (3})
8.13,‘8.%]' , , ,
9 9 9
Ox, 011 (J}) Oz, 0xo (:E) Oxp 0Ty, ((E)

Mathematisch ist die Hessematrixz die Transponierte der Jacobimatriz des Gradienten, da sie aber
m steigen Falle symmetrisch ist, bewirkt das Transponieren nichts.

28.5.4 Konvexitats Kriterium
Sei U eine offene konvexe Menge. Und F € C%(U,R) ist konvex in U, mit
F((1-t)xy +txe) < (1-t)F(x1) +tF (22)
genau dann wenn seine Hessematrix eine positiv semidefinite Matrix fiir alle x € U hat.

28.5.5 Beweis

Text your Phonenumber Partner, he or she will tell you the Proof.
(Phonenumber partner means to decrease and increase your Phone number by one )
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28.5.6 Krittischer Punkt

Sei U c RN und F : U - R frechet diffbare Funktion in U. Ein Punkt z(, dessen Frechet Differential
null ist, also dF|;, =0.
In anderen Worten Vi,9; F'(z¢) = 0, dann heifit der Punkt z¢ Kritischer Punkt von F.

Wenn nun F € C?(U,R), dann ist dieser Kritische Punkt ein lokales Minimum, wenn die Hessematrix
0;0;F(z0) positiv definit ist. Und ein Maximum, wenn sie negativ definit ist.

Wenn die Hesse matrix nichts von beidem ist und nicht degenarativ Also nur Eigenwerte ungleich
0 hat, die positiv und negativ sind , dann ist der Kritische Punkt ein Sattelpunkt.

Bemerke:
Die Hessematrix ist reel und symmetrisch, also sind die Eigenvektoren zueinander orthogonal.

Fiir die Variation von F an dem kritischen Punkt x( in der Richtung v ist:
2

d d 1 X o
F(zo+v)~ F(xo)+ —F(xg +tv)|t=0 + = —= F (o + tv)|e=0 » F(x0) + 5 Z H;;i(zo)v'?

1
dt 2 dt? o

N
in der Eigenbasis e, von H, schreiben wir v = " v%e, und F(zo +v) = F(zo) + % > Aa (v*)2.
a a=1

Die Variation von F in die eigendirection (also die richtung in die der eigenvektor zeigt) ist bestimmt
durch das jeweilige Vorzeichen des jeweiligen Eigenwertes A;.

28.5.7 Guraus Beispiel

Considern wir die Funktion F : R? - R, mit F(x,y) = # Das heifit die Frechet Ableitung
dF = (0, F,0,F).

Fir einen Krititschen Punkt muss die Ableitung null sein, daraus ergibt sich, dass beide Partiellen
Ableitungen Null sein miissen:

dF =0= 0,F =0,F =0= (z0,%) = (0,0)

Es ist wohl ganz angenhem, wenn man sich den Graphen von F anschaut, das ist dann:

1 0
F:R*>R3 F=(xy F(z,y)), dF=]| 0 1
0. F O0,F
- 10
Am kritischen Punkt (zo,y0) = (0,0) ergibt sich dann dFfg) =| 0 1 |, welches den R? auf
0 0
den zweidimensionalen Raum tangential zum Punt (0,0,0) mapped.  (Ich denke er meint den

3-dimensionaen Raum, dessen Ste Dimension durch die 0 Reihe eliminiert wird)

Die Hessematrix von F ist die Identitatsmatrix, deswegen ist der Kritische Punkt ein Minumum.
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OF oF
Ox2 dxOy _ 1
or oF “\o
Oyozx dy?

Mein Beispiel:

23— y?
F i A
(z,y) 1
Daraus folgt:
2
-2
4R = 0.5,0,F) = (2 220 = (0,0) = w0 = (0,0)

Die Funktion F hat also im Punkt xo = (0,0) ein kritischen Punkt.

60
00y F (x0) :( 6 -2 )
4

Wir konnen also nichts iber die Art des Extrempunktes aussagen.

Tipp: Zum entscheiden, wie definit eine Matriz ist, bilden wir die deteterminanten der Hauptmi-
noren und entscheiden anhand derer:

Fiir eine symmetrische n x n-Matrix A definieren wir die filhrenden Haupt-

minoren Ay, As,...,A, durch

apy di2 di3
ap dpz
Ay =ayp, M= v M=lay an an|,.... A, =detd
azp ax
a3z A3z diz

(a) A ist positiv definit < A; >0 Vi=1,2,....n

(b) A ist negativ definit = (—1)'A; >0 Vi=1,2,...,n
(c)A;=>0fiirl <i<n—1lund A, =0 = A ist positiv semidefinit

(d) (—1)A; >0fiir1 <i<n-—1undA, =0 = A ist negativ semidefinit
(e) A, # 0 aber weder (a) noch (b) treffen zu = A ist indefinit

(f) Ay, < 0 fiir eine gerade Zahl k =- A ist indefinit

(g) Ar = 0und Ay < 0 fiir zwei ungerade Zahlen k und £ = A ist indefinit

(h) Die Matrix A hat mindestens ein positives und mindestens ein negati-

ves Diagonalelement = A ist indefinit
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29 Stetige Funktionen einer variable und Stammfunktion

29.0.1 Vorraussetzungen

Sei [a,b] c R ein geschlossenes Intervall. Wir notieren C([a,b], V'), als den Raum der stetigen (daher
auch beschrankten) Funktionen f : [a,b] — V abbilden, wobei V ein Banachraum ist. Weiter noch
Partionieren wir das geschlossene Intervall jetzt noch:

[a‘v b) = U;:_()lAh Ai = [siv Si—l) c [aa b)

Im skripd steht, dass es € [a,b) sein muss, aber eigentlich muss es ja eine Teilmenge sein.
Dabei gilt a =sg<s1<$2<....<8.=b

I ] >~
=

Wir notieren IT = {A1|A; N A; = @, U7 A; = [a,b)} als die Menge aller Teile in der Partion.
Wir erinnern uns:
Es gibt ein Ordnung auf der Menge aller Partitionen auf einer Menge, die wie folgt definiert ist:

IT" <TI, wenn VA’ eIl',3A €1I, sodass A’ c A

Das "Mesh” (manchmal auch inkorrecterweise Norm genannt) von II ist die grofiste Lange eines
Intervals in II, also 0(II) = max;=o,.. r—1|Sit1 — Si-

Ein "Tag” ist ein Punkt der zu einem Intervall der Partition gehort, also &; € [s;, 8i+1). Und die
Menge aller Tags zu einem Intervall zu einer Partition II ist dann:

& = {& EAi7i=07...,T—1}

Die linksseite Rieman Summe von einer Funktion f € C([a,b], V') in der Partition II sind:

S(f,1I) = S(sﬂl - 5;)f(si), oder bei einem beliebigen Tag, §(f,II,&n) = Tz_:l(sﬂl -s:)f(&)
i=0 i=0

29.0.2 Lemma an Eigenschaften

Fiir eine beliebige Funktion f € C([a,b], V) gilt:
e Ve, 361,s0dass VIL 6(II) < 61 = | S(f,IL, &) — S(f,II)| < ¢, fiir jede Wahl an Tags aus &p
e Ve, 301, s0dass VII, 6(IT) < 6, T < TT = |S(f, ) - S(f,11)| < e
e Ve, 3071,s0dass VII; VI, 6(10),6(T12) < 61 = ||S(f,111) - S(f, )| <€
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29.0.3 Existens des Riemann Integral

Sei I c R ein Interval und V ein Banachraum und f: I — V eine stetige funktion. Dann gilt fiir
jedes a,b e I, dass die Folge der linksseitigen Riemans summen konvergiert!

b-a

Sn(f;a,b) = Z

k=0

"‘1(b—a )

)f(a+k~

n

Wir nennen diese Limit das Riemann Integral und notieren es:
b
f dzf(x) = lim Sn(f;a,b)

29.0.4 Eigenschaften des Riemann Integrals

Sei I ein Interval und a,b € I mit a < b und V ein Banachraum mit f € C(I, V') eine stetige Funktion.
Dann gilt:

Ortientationsflip: [ab def(z)=- [, def(x)

Linearitét: fab dr(Mfi1+Xaf2) =\ jab dr fi(z) + A2 fab dx fo(z) mit dem Hauptsatz folgt das
Beispiel: fab dxv =v(b-a)

Standart beschrankt: | fab def(z)] < fab dz|| f(x)]| <[ floo,[a,p](b—a)

e Additivitdt von Intervallen: fab def(z)+ [ daf(z) = [ dxf(x)

29.0.5 Stammfunktion

Sei I° = (a,b) c R ein offenes Intervall und V ein Banachraum.
Eine Funktion F': I° - V heifit die Stammfunktion von f:1° - V, wenn F differenzierbar auf I°
ist und F'(z) = f(z),VoeI°

Wenn F die Stammfunktion von f ist, dann gilt fiir jede Konstante vy, F +vg ist die Stammfunktion
von f.

Die Stammfunktion zu bestimmen ist eine lineare Operation, also wenn F} eine Stammfunktion
von f; ist und Fy eine Stammfunktion von f5, dann gilt:

A F1 + Ao Fy, ist eine Stammfunktion von A; f1 + Ao fo

29.0.6 Fundamental Hot Take der Analysis

Betrachten wir 7 ¢ R und einen Banachraum V und fixiren wir den Punkt a € I.
Fiir jede stetig Funktion f € C(I,V) gilt:

)= [ asf(s)

Also ist dieses Riemann Integral die Stammfunktion von f fiir 1°
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Fir jede Stammfunktion F von der stetigen Funktion f auf (a,b) c I° gilt:

[ asf(s) = ()~ Fla)

Wenn F in C**1([0,1],V) kénnen wir diesen Hot Take k-mal anwenden und erhalten die Taylor
Formel mit dem Integral-Rest:

k 1
FO)-F(0)=> q—llF(‘I)(O) . % [ a1 - D ()

Das sollte prob. mit aufs Cheatsheet, also den Integralrest bei der Taylorentwicklung

29.0.7 Der Mittelwertsatz fiir Integrale

Sei a.beR,a<bund f:[a,b— R] eine stetige Funktion, dann exisitert ein £ € [a, b] sodass gilt:

[ i@ =50 -0)

Also ist die Stammfunktion F von f Lipschitz Stetig auf jeder Kompakten Menge K c I mit der
Lipschitzkonstanten | f]co, x
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30 Unbestimmte Integrale, partielle Integration und Substi-
tutuinsregel

In manchen Fillen miissen wir das indefinite Riemann Integral bestimmen:
Fir I = (o, 8),,0 € (Ru{+oo}), wir wihlen nun zg € (o) und definieren folgendes:

fﬂdsf(s) - Jim fz dsf(s) + lim fbdsf(s)

B
Aber nur wenn diese Limits existiren. Und wenn sie existiern, dann ist / ds f(s) unabhingig von
(o9
dem Punkt xg.

Die Leibnitzgerel und Kettenregel der Differenzierung implizieren nun folgende Regeln.

30.0.1 Substitution

Wenn F e C1(I,V) eine Stammfunktion von f € C(I,V) ist und 7 : J — I stetig diffbar, dann ist
F o7 eine Stammfunktion von (fo7)7":

T B,7(B)=b
[oassr= [ du () )
Dabei muss 7 keine Bijektion sein.

30.0.2 Partielle Integration

Wenn V eine Banach Algebra ist (siche dazu um Roland LA2 Skript nach, was eine Algebra ist,
wenns dich interessiert) und F € C*(I, V) eine Stammfunktion von f € C(I,V) und G eine Funktion
mit G € C*(1,V), dann gilt:

F(z) -G(zx) - fz dsF(s)-G'(s), ist eine Stammfunktion von(f-G)(x) = f(z) - G(z),
oder dazu aquivalent:

f: dsF'(s)G(s) = F(2)G(x) - F(a)G(a) - [ dsF(s)G' ()

30.1 Integral mit einem Paramter

Das Kartesische Produkt von Topologischen Raumen X;.; kann mit der Struktur der Box-Topologie
endowed werden.

(Xjer U; mit U; offene in X;)
oder mit der Produkt Topologie
Xier Uy mit Uy offen in X; und U; # X; nur fiir j € J c I und J endlich.
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Wenn I schon eine endliche Menge ist, dann sind die zwei Topologien ident und die Basis in der
Produkt Topologie ist X;.; B; wobei B; durch die Basis in den Topologien X; durchlauft.

Fiir eine endliche Anzahl an metrischen Rdumen (X1,d1),....,(X,,d,) ist die Produkt Topologie
generiert durch die Metrik:

d(z,y) = K{T{Iaxn}{di(iﬂi, i)}

Hier ist ein Offener Ball dann:
Br(xla"'wrn) = {(y177yn)|dl(xlayl) <, 1= 1a ..,’l’l} = X{d(xwyl) < ’I"} = XBﬁdl)(xl)
i=1 i=1

Wobei Bﬁdi)(xi) der Ball mit dem Radius r in der Topologie X; um den Punkt z; ist(natiirlich
beziiglich der Distanzfunktion d;).
n
Ein offener Ball um den Punkt z = (x4, ...,2,) € U in der Produkt Topologie ist X Bﬁdi) und enthalt
i=1
By(x) mit r <mingegy, . {7}

Demnécht enthélt jeder B, (z) jedes X By, (z;) mit r; <7, Vi.
i=1

30.1.1 Differenzieren unter dem Integral

Sei U c X eine offene Menge in einem Banachraum und F': [a,b] x U - Y eine stetige Funktion in
einen anderen Banachraum Y. Dann gilt fiir die Funktion:

b
G:U-Y, Gx)= f dsF(s, )
Diese ist stetig.
Wenn Y endlich dimensional ist und das Mapping x — F(t,z) Gateaux diffbar in die Richtungen

v € U und das Mapping (t,z) — DF(t,x;v) stetig ist, dann ist G auch in die RIchtung v € U
Gateaux diffbar und es gilt:

b
DG(x:v) = / dsDF(s,z:v)
Ahnliches gilt fiir Frechet Differential.

Irgendso eine Regel gibt weiterbin den Zusammenhang:
d b b 0
E g f e t) = f deZ f(at
= dap@n = [ et
Ist dafiir vorallem wichtig!

30.1.2 Verstandnisslinks

Erklarvideo 1
Video 2 - Nochmal das selbe aber anderer Typ erklarts
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https://www.youtube.com/watch?v=AWA-1rsSSh4
https://www.youtube.com/watch?v=pqP13eLG35U

30.1.3 Beweis

Take a small Portion of TNT, such that the Explosion from it is Loud, but the destruction Radius
smaller than r with r < 20cm. Then bury the tnt in your garden, and build a Radio Controlled
activation device such that the next time your parents have a garden party, you can detonate the
tnt, when no one is arround the TNT, such that every Person shits themselves of fear. After
collecting every shitty pants, you need to drop them all at once to the floor. The pants will fall in
a way, such that you see the proof of this.

30.2 Limits des Rieman Integrals

Obwohl das Riemann-Integral perfekt fiir kontinuierliche Funktionen auf kompakten Intervallen
geeignet ist, lasst es sich nicht ohne weiteres iiber diese Klasse hinaus verallgemeinern. Man sagt,
dass eine Funktion Riemann-integrierbar ist, wenn die partiellen Riemann-Summen (wenn man das
Mesh der Partition auf Null schickt) zu einem Grenzwert konvergieren, der von den Tags unabhéngig
ist. Man kann notwendige und hinreichende Bedingungen formulieren fiir die Riemannsche Integra-
bilitdt einer Funktion formulieren, aber letztere sind nicht besonders einfach. Auflerdem sind im
Allgemeinen die Funktionen die als Grenzwerte von Folgen von Riemann-integrierbaren Funktionen
erhalten werden, nicht Riemann-integrierbar sind. Zum Beispiel die charakteristische Funktion der
rationalen Zahlen:

1Q(x) = 1 fiir z € Q und 1Q(x) = 0 sonst

ist nicht integrabel auf jedem Intervall: Die Riemannschen Summen mit nur rationalen Gliedern
ergeben die Lange des Intervalls, wiahrend die Summen mit irrationalen Gliedern Null ergeben.
Diese Méangel werden behoben, wenn man zum Lebesgue-Integral iibergeht, was wir spéater tun
werden. In Vorbereitung auf diese ” Generalisierung” werden wir nun das Riemannsche Integral in
mehreren Variablen von einem etwas allgemeineren Standpunkt aus betrachten.

31 Rieman Integral in R”

Es ist hier, dass ich zumindest fiir die jetizge Klausurenphase keinerlei Motivation
mehr verspiire dieses Dokument weiterzufiithren.

Jenachdem werde ich zumindest das H6oma 2 Skript irgendwann noch fertigstellen.
Aber dieser Tag wird nicht heute und nicht morgen sein. Letzendlich werde ich
wahrscheinlich zu DiffGeo erst nach der Klausur wirklich Zeit haben dieses Thema
zu verstehen.

Captain Out.
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